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PREFACIO 

El primer párrafo del libro que se ofrece al lec~or está dedicado 
a Ja demostración del siguiente teorema confeccionado por los 
matemáticos Boly¡ti y Gerwien: si dos poligonos tienen igual ilréa. 
uno tle éstos .~e puede dividir en tules partes de las cuales es po.~ihle 
compmwr al segundo poliyono . . Hay una formulación más breve; 
si dos polígonos son equivalentes,. ~tos son equicompuestos. El li.bro 
entero se dedica al estudio de cier.tas cuestiones relacionadas con la 
equicomposíción de figuras y contiene dos capítulos, en el primero 
de los cuales se esh1dian ·los polígonos y en el segundo, los 
poliedros. El teorema formulado anteriormente es uno de los 
fundamentales en el primer capítulo. 

En el segundo, el más interesante es el teorema de Dehn: 
existen poliedros que tienen idéntico volumen (son equivalentes), 
perq no son equícompuestos. 

A la demostración· de los dos teor~mas citados, que ya .se 
hicieron clásicos, está dedicado el librq de Veniamín Fiódorovich 
Kagán ( 1869- 1953) «Acerca de la transformación de Jos poliedros». 
Este pequeño libro escrito vivamente tiene merecida fama. Al· mismo 
tiempo. fa demostra~ión del. teorema de ·oehn. en el libro de 
V. F. Kagán en cierto grado no es elemen.tal: en cll~ se empica 
la 11ocíón de la continuidad, las propiedades de los sistemas 
de ecuaciones fü1eales; etc. 

En últimós tiempos los geómetras suizos recibieron nuevos 
rcsult;ldos que profundizan los teoremas de· Boly~i-Gerwien 
y de Dehn . . Estos nuevos resultados, así . como .el hecho de que 
el libro de V. F. Kügán ya se convírtíó en una rareza biblio­
gráfica, inducierón ar autor escribir un nuevo libro sobre es~ 
cuestión. 

Los teorem~~ de Bolyaí - Gerwien y de Dehn se demuestran 
en el § l y en el § 5, respectivamente'. Las demostraéiones que 
se aducen aquí se dl_ferencian de forma considerable de las que 
contiene ~l libro de V. F. Kagán. En partic'ular~ Ja demostración 
del teorema de Dehn difiere por su carácter más. elemental y su 
sencillez. 

En los §§ 2 .. . 4, 6 se aducen los resultados de los últimos 
años (éstos pertenecen a Hadwiger, Glur, Sydler; es una excep· 
ción el teorema que se da en el § 4 y que, al parecer, es nuevo). 

Los primeros tres-cuatro párrafo~ .en el libro son los más 
íáciles. Para entenderlos se exigen conocimientos del octavo grado 
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di' la escuela secundaria. A la vez, estos párrafos abarcan el 
círcuto único de las cuestiones relacionadas con la medición de las 
áreas de Jos polígonos. La exposición del material en los tres 
primeros párrafos se basa en las conferencias que el autor léyó 
en la Universidad estatal de Moscú M. V. Lomonósov para los 
e.~olares. La siguiente parte del lil,?ro según su dificullad es el 
quinto párrafo y el principio del sexto. Estos exigen conocimientos 
de casi ·todo el curso escolar de geometría y capacidad do pensar 
lógicamente. Por último, la parte restante más difícil del libro 
Oetras menudas) se destina, en. lo fundamental, para los· estudiantes 
de los institutos pedagógicos y de las universidades. 

El autor considera su agradable deber expresar sincero agrade­
cimiento a I. M . Yaglom por su ayuda amistosa. durante la prepara­
ción definitiva del manuscrito. 

Al trabajar con este libro fueron usados los siguientes materiales: . 
l. B. <P. Ka2a11, O npeo6pa30BaH1m MHOrorpatt11u1<oe, .rTnf, 1933. 

(Y. F. Kagan,.:'Accrca de la transformación de los poliedros). 
2. ,a. O. lli1Utnpc1<11ú, H . H. 1.Je111106 H H. M. Jfow.~. lh6pa11H1o1e '.la.!la'IH 

U TeopeMbJ '.lJTeMCHT3pHOH M:!TeMaTllJClt, 'l. f[[, CTCpeOMeTp1111, «6116-
.¡IHOTeJ<a MaTeMaTif'ICCJ<oro Kpy;KJ<3)}, Bbln. 3, fOCTeJtH'.l.naT, 1954. 
(D. O. Shkliarski, N. N. Cfre11tsov e r. M. Y<tglom, Problemas y teoremas 
seleccionados de la matematica elemental, p. Ill, estereometría). 

3. H. Hadwiger, P. Glur, Zerlegungsgleichheit ebener Polygone, Elemeote 
der Mathematik 6 (1951), 97- i06. 

4. JI . Hadwiger, Zum Problcm der Zcrlegungsgleichhcit dcr Polycder. 
Archiv der Mathematik 2 (1949-1950), 441 - 444. 

S. H~ Hadwiger, Zum Problcm der Zcrlegungsgleichheit k-dimensionaler 
Polycder, Mathcm. Ann. 127 (1954), 170- 174. 

6. H. HadwigeT:, Erganzungsgleichheit k-dímensionaler Polyeder, Mathem. 
Zeits. 55 (1952), 292-298. 

7. H. Hadwiger, Zerlegungsglcichheit und additive Polyederfunktionale, 
Archiv der Mathematik 1 (19~8-1949), 468-472. 

8. H. Hadwiger, Mittclpunktspolyeder und translativc Zerlegungsgleichhcit. 
Mathcm. Nachr. 8 (1952), 53 - 58. 

Vladimir 811/1ia11skí 





CAPÍTULO 1 

EQUICOMPOSICIÓN DE POLÍGONOS 

§ 1. TEOREMA DE BOLY Al -GERWIEN 

1 .. Mt:T01)0 oi:. 01v1s1óN. Examinemos las dos figuras expuestas en 
la fig. 1 (todos los segmentos ql!e componen la figura cruciforme 
sqn igu·ales entre sí; el lado del cuadrado es igual al segmento AB). 
Las líneas de trazos trazadas ·en el diseño· parten dichas figuras 
en un ·núm~ro id~ntico de partes igua les (l~~ partes iguales de ambas 
figuras están marcadas con cifras). Este hecho se expresa con las 

A, 
/ 

/ 

..... ,,z ... '::\ 
/ 2' ......... ..._ 

s/ I 
/ 1 / · 

I /;¡ 

B 

-.... / '-,, ... I .... I 
4 ............. I 

Fig. 

siguientes palabras: las figuras expuestas en la líg. l son equi­
compuestos. Habl~ndo de otra manera, dos figuras se llaman equi­
compuestas, si, cortando de cierto modo una de éstas en un número 
finito. de partes, se puede (al disponer estas partes de otra forma) 
componer de ellas una segunda figura. 

Está claro que dos figuras equicompuestas son equivalentes, 
es decir, tiei:ien igual área. En esto se basa ~I ·sencillo procedimiento 
para calcular las áreas, que se llama método de división (o de parti­
ción). Este método (ya conocíd.o por Euclides, quíen vivíó hace 
más de 2000 años) consiste ~n lo siguiente: para calcular el área 
se intenta dividir' la figura en un número finito de partes, de tal 
modo. que .. de las mismas se pueda componer una figura más 
sencilla (el área de la cual ya conocemos). Recordemos los ejemplos, 
para aplicar este método! conocidos del curso escolar de geometría. 

2-30 
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En la fig. 2 se da el· procedimiento para calcular el área del 
paralelogramo: éste y el rectángu.)o que tienen bases idénticas 
y la misma altura, son equicompuestos y po·r estQ. equivalentes 1>. 
La figura 3 muestra cómo se puede c-.ilcular el área del triángulo: 
el triángulo tiene la misma área que ei paralelogramo. con la misma. 
base y la altura dos veces menor (ya que estas dos figuras son 
equicompuestas). Por último, en _la fig. 4 está demostrado el 
procedimiento para calcular el área del trapecio. 

Se puede, naturalmente, examinar también la cuestión acerca 
de la equicomposición para las figuras curyilíneas (véase, por 
ejemplo, la fig. 5); sin embargo. aquí no se ·examinan tales 
figuras zi. En este capítulo sólo trataremos los polígonos. 

Así pues, dos polígonos equicom_puestos cualesquiera son 
equivalentes. Es natural plantear la cuestión inversa : ¿son equicom­
puestos cualesquier¡¡ dos polígono~. q1,1e tienen el áre.4 Idéntica? 
Respuesta afirmativa a esta cuestión fue dada (casi simultáneamente) 
por el matemático húngaro Farkas Bolyai (1832) y el oficial 
alemán y aficionado a matemática Gerwien {1833i Ahora pasaremos 
a la demostración de este teorema de Bolyru-Gerwien. 

2 TEOREMA llE BOL Y Al - GERWJEN. Primeramente demostremos algun~s 
proposiciones auxiliares. 

11 Sin embargo, es menester sc:ñalar que tan sencillo 
procedimiento (la separación de un triángulo) no siempre conduce al 
objetivo. En d caso expuesto en la figurn que se demues~ra· aquí conviene 
dividir el paralelogramo no en dos, sino que en un número mayor 

ffO 
,. 

/ 

,/ 

de partes. para que de est~ pueda componerse un i:ectimgulo con las 
mismas base y altura (véase a continuación la demostración del lema 3). 

21 El problema acerca pe la m~dición de las áreas 
de las figuras curvilíneas se reduce (con ayuda del paso límite) al problema 
de h1 medida de las áreas de polígonos, es suficiente recorclar el cál~lilo 
del área del círculo en el curS-O ei;colar de: geometría. Por eso, limitándonos 
con el estudio de los polígonos, estamos examinando, sin embargo, 
cuestiones más fundamentales en principio de ·1a medida de áreas . .De moclo 
semejante. en el segundo capítulo se estudian sólo los poliedros; mientras 
que la cuestión del cálculo de los vo!Umcncs de tales cuerpos ·que tienen . 
superficies curvilineas no se examina. 
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L&MI\ 1 Sí fo jlgur11 A es equicompuesta con fo figura B, 
y la figurll B es equicompuesta con la figura C, las figuras A y C 
tomhién son equicompuestas. 

Erectivamente, tracemos en la figura B las líneas que la dividen 
en tales partes de las c\lales se puede componer la figura A 
(lineas llenas en la fig. 6, o); tracemos, además, las líneas que 

.a) 
Fig. 6 

parten la figl1ra B en las partes de la.s cuales. se puede componer 
la figura. C (líneas llenas en la fig, 6, b). Unas y otras líneas 
conjuntamente divjden ·1a figura ~ en partes más pequeña.s, estando 
claro, que de estas partes más pequeñ.as pueden componerse 
también la figura A y la figura C. Por lo. tanto, J¡:¡~ figuras A 
y e son equicompu~stas. 

A D B 
Fig. 7 
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LEMA 2. Todo triángulo es equicompuesto con algún rectángufo. 
En efecto, sea AB el lado ·mayor del triángulo ABC (fig. 7), 

CD, la altura bajada a este lado. Entonces, el .pu~to D se encuentra 
entre A y B (de otra manera· µno de los ángúlos L A o bien .L B 
seria obtuso y el lado AB no se.ría el mayor; véase la fig. ~)­
Por la mitad de la altura CD tracemos una recta paralela a AB 
y bajemos a esta recta las perpendiculares A~ y ·BF. Entonces, 
obtenemos el rectángulo AEF.B que es equico¡ppuesto con el 
triángulo ABC. Efectivamente, lbs triángulos ni~.r:cados en la fig. 7 
con la cifra / (así como también los t~iángulós marcadbs con 
la cifra 2) son iguales. Cada una de las figuras A:I!C, A EF 8 
consta de uri trapecio, rayado en la fig. 7, y' ~e dos triángulos /, 2; 

Ll:MA 3 Dos paralelogramos que tienen base comú11 e igual :área 
son equicompuestos. 

Sea ABCD y ABEF dos paralelogramos que tienen base com\ln 
AB e igual área. Entonc~s, las alturas de esos paralc;lo~ramos 
son idénticas, es decir, los segmentos DC y EF se encuentran 
en una misma recta. Tracemos en la recta AB consecutivamer¡te 
una serie de segmentos iguales al segmento AB y por cada punto 
de división se trazan rectas paralelas a los segmentos AD y AF. 
~ntonces, la f~anja entre las rectas paralelas AB y DE se parte 
en. una serie de polígonos (fig. 9). Cada uno de estos polígonos, 
al desplazarlo en un segmento igual a AD coincide con otro 
poligono que es igual a éste. {¡Demuéstrenlo!). En la fig. 9 los 
polígonos iguales están marcados con cifras idénticas. Qu'eda por 
notar qu~ cada uno de los paralelogramos ABCD, ABEP coñtiene 
una parte marcada con Ja cifra /, una parte marcada con la 
cifra 2, con Ja cifra 3, etc. Por consiguiente, estos paralelogramos 
son equicompuestos 1

). 

LEMA 4. Dos rectángulos ile igual área son equicomp11eslos. 
Sean ABCD y EFGH dos r~ctángulos de igual área. Oe los 

. 
1> Si los paralelogramos ABCDi ABEF, expuestos en 

la lig. 9, son tales que los lados AF y BC no se intersecan, entonces 
la fig. 9 ·tomará el aspectb mostrado en lu figura adjunta, es decir: 

A B ,zs, A,/\ 
JJ F e J: 

es suliciente separar del paralelogramo ABCD un triángulo, para que 
de las dos partes obtenidas se pueda componer él paralelogramo ABEF 
(véase la llamada en la pág. 10). 
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cuatro segmeJJtos AB, BC, EF, FG elijamos el .mayor: sea este, 
por. ejemplo, el segmento AB. Ahora prolQnguemos e! .segmento HG . 
fueta del punto H y el) est~ recta, con un radío iguál a AB, 
hagamos una raya. 'del punto E (ya. que AB ~ EH, la círc.unferen­
cia de radio AB con centro en el punto E tendrá con la recta HG 
un punto común). Al .marcar el punto recibido por L, tendremos 
A.B = EL y, trazando el segmento LK :::; EF, construimos el para­
lelogramo EF KL (fig. lb). Este paralelogramo es· equivalente al 

,. 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

e 

..._~~~~~--1-
A B JJ 

Fig. 8 

i'ectá.ngu!o EFGH (y al rectángulo ABCD). Del lema 3 se desprende 
que lqs parale!Qgramos ~FGH y EFKL, los cuales disponen· de .un 
laqo común. EF: son equicompuestos. Pero, los paraJclogramos 
ÁB.CD· y EFK.l-tambi~n ·ticne11 un lado igual AB =EL. Por esto 
{én ·virtUd d.er l.emii 3).ellos son equicompuestos. Por último; ya que 
el paralelogramo EFK.L es equicompuesto con cada uno de los 
reétátigulos ABClJ y EFGÍf, ·entonces (lema 1) estos rectángulos 
$On equicompuestos. 

Fig. 9 
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LEMA s. Todo polígrmo es equicompuesto con cierto rectémgulo. 
Todo polígono (indifercntemeptc, si es. convexo o bien no 

convexo) puedé dividir"se en un número finito de triángulos. 
Designemoslos con las cifras 1, 2, 3; . . . ·(fig. 11 ). Elijamos, 
seguidamente, un segmento ·arbitrario AB y sobre sus extremos 
levantemos , las perpéndiculares Á C y BD (f¡g. 12) . . Tracemos el 
segmento A 1B·1> paralelo ·a AB, de tal· modo que el área· del 
rectángulo ABB1A 1 sea igual al área del triá11gulo 1. -Entonces, 
el triángulo J y el rectán·gulo ABB1 A 1 (marcado con la cifra 1) 
son equicompuestos. En efecto, el triángulo 1 es equiconwuesto 
con cierto rectángulo (lema 2) que, a su vez, es equicompuesto 
con el rectángulo /, el cual tiene la misma .~rea (lema 4);· por 
eso (lema 1) el triángulo l y el rectángulo I son equicompuestos. 

Fig. lO 

A continuación. construyamos el segmento A 2B 2, paralelo a AB, 
de tal manera que el rectángulo A 1B 1B2A 2 marcado. con la cifra lJ 
sea equivalente con el triángulo ,2. Entonces, el triángulo 2 
y el rectimgµlo I 1 son equicompuestos. Luego construyamos el 
·rectángulo lll, que será cquicompuesto con el triángulo 3, etc. 
Los rectángulos construidos!, 11, 1!1, •.. conjuntamente componen 
un rectángulo (sombreado en la fig. 12), el cual, según su 
construcción, es equicompuesto con el poligono ínicial. 

Ahora es fácil demostrar el teorema citado en la pág. 10. 
TEOREMA De ao1.vA!-GERW1€N. Dos polígonos de iguales breas son 

equicompuestos. . 
DEMOSTRA<'JON. De acue·rdo con el lema 5 cada uno de los 

poiígo,nos es equicompuesto con cierto rectángulo. Los dos rectán­
gulos obtenidos tienen igual área y, por consiguiente, son cquicom· 
puestos (lema 4). De tal guisa (lema 1). los dos polígonos 
iniciales son equicompuestos. 

NOTA. Por «polígono» en el teorema de Bolyaí - Gerwien no hay 
que entender obligatorili.mente una parte del plano limitado por. 
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ww quebrada cerrada. Este teorema queda también ~álido para 
figuras más complicadas limítadas- po.r varias quebradas cerradas 
(tales figuras se muestran en -la fig. 13): En efecto, Ja única 
propiedad del «polígono» que hemos empleado anteriormente 
(véase la demostración del lema. 5) es. la posibílíd~~· de dividirlo 
en triángulos. Pero, esta propiedad es .también propia de cualquier 
figura· limitada por varias quebradas cerradas (lig. 13). 

1. MF.Tooo DF. .u>1.c1óN. El método de di.visión. a menudo se su,stitl.!ye 
por otro procedimiento para calcular las áreas, el cual en ci~rto 
sentido es inverso. Este procedimiento, que se llama método 
de adición, lo examinaremos ahora. En lugar de intentar cortar 

e JJ 

A5 Bs 

A4 84 

A3 JJJ 
Az Bz 
A1 D1 

A B 

Fig. 11 l<'ig. 12 

Fíg. 13 



17 

dos .figuras en partes iguale,c;, adicionaremos ahora dos figuras con 
partes iguales, de forma que las figuras obtenidas después de tal 
adición sean igu¡iles. Examinemos de nuevo las figuras representadas 
en la fig. l. Estas tienen igual area (en ·virtud ·de su cquicomposi­
ción). Pero, la igualdad de sus ªreas puede demostrarse y de otro 
modo (fig. '14):. agregando ·tant.o a la cruz, co{lio al cuadr~do cua~ro 
triángulos igu!lles, qbtendremos la misma figura. De ello se deduce 
que las figuras iniciales (la cruz y el cuadn;do) ·son. equivalentes. 

El método t!lc adición puede. aplicarse con ~xito para. c;iemostrar 
.los teoremas de gcometria eleme_ntal. Por ejemplo, para' demostrar 
que el paralelogramo y el rectángulo, con ~ases y alturas iguales, 
son equivalentes, es suficiente dirigirse a la fig. 15. En esta figura 
se ve que tanto el paralelogramo como el rectángulo pueden ser 

Fi¡;. 14 

con ayuda de un solo triángulo completados hasta formar un 
mismo trapecio. Por esto el p~ralelogram9 y el rectángulo son 
equivalentes 11• 

Con este mismo procediciento es fácil demostrar el· teorema 
de Pitágoras. Sea ABC un triár:igulo rectángulo. ·Para demostrar 
que el área del cuadrado I construido en la hipotenusa es igual 

1> Este procedimiento para calcular el área del para­
lclogrnmo es preferible que el cmpleadq habituah:nente (fig. 2) .. En efecto, 
el procedimiento qui: se demuestra en I~ lig. J·S se aplica siempre 
en distinción del expuesto eii la fig. 2 (véase l!l llamada en la p¡ig. 10). 

3-30 
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a la suma de las áreas de los cuadrados 1 I y I l l construidos 
en los catetos (fig, 16), es suficiente diri~rse a la fig. J 7. En esta 
figura se muestra que el .cuadrado 1, tanto como los cuadrados 
11 y l I / .tomados conjuntamente, pueden ser completados por cuatro 
tr~ángulos iguales al ABC hasta la misma figura, a saber, hasta 
el cuadrado, el lado del cual es igual a la suma de los catetos. 
Con ello el teorema de Pitágoras está demostrado. Para compa-

Fig. ·15 

D 

01 

Fig. 16 

rar, conduzcamos ·1a figura 1> a la demostración del teorema 
de Pitágoras con ayu~a del método de división (fig. 18). 

11 Esta figura fue tomada liel libro de D. O. Shkliarski 
y otros (véase la pig. 188) citado en el prefacjo. 
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z 

Fig. 17 

Fig. 18 

e lJ 

Fig. 19 
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Acordemos llamar dos polígonos equiadicio11ales, s~ aplicando 
a uno y otro los mismos polígonos, pueden obtenerse dos figuras 
idénticas. Claro está, que las .fi~uras equíadicíonales tienen igúal 
área. Es natural plantear la cuestión inversa: ¿son equiadicionales 
cualesquiera dos polígonos de igual área? La respuesta afirmativa 
a esta cuestión es íácil de hallar en el teorema· de Bolyai -
Gerwien. 

TEOR EMA. Dos polígonos de iguales áreas son equiadicionales. 
DEMOSTRAClóN. Sean A y B dos polígonos de igual área. Elijamos 

dos cuadra(ios idén~icos de dimensiones. ·tan grandes, que en su 
interior puedan ubicarse los .polígonos A y B. Al cortar de uno 
de los cuadrados el polígono ,A y del otro, el polígono B, que 
tiene la misma área, obtenemos dos figura~ equivalentes C y D 
(rayadas en la fig. 19). De Ja igualdad. de las áreas de las 
figuras C y D se infiere su equicomposición (en virtud del teorema· 
de. Bolyai - Gerwien). Así pues, l~s figuras C y D pueden· ser 
cortadas en partes iguales de dos en dos. Ello significa la equfa­
dición de los polígonos A y B. 

Los teoremas de este capitulo muestran que la equicomposición 
y la eqw~dición sigi)ifican para ·fos polígonos planos, precisamente, 
·10 ·mismo que Ja equivalencia .. Como veremos en· ei capítulo TI, 
en el espacio· (cuáñdo se examinan Íos poliedros) e1 problema 
es completamente diferente. 

§ 2. TEOREMA DE HADWIGER-GLUR 

El teorema de Bolyaj-Gcrwien muestra que los conceptos 
de equivalencia y de equicomposición para polígonos son idénticos. 
Este teorema abre una serie· 4e posibílidadeS para su posterior 
investigación.: En. particular, surge una cµestión= interesante: ¿es 
o no posible superponer algunas condiciones adicionales al n·úmero 
o ~· la disposición de las partes, de las cuales se componen los 
polígonos equivalentes? Un resultado ext(aordinario de tal género 
fue obtenido en 1951 por los matemáticos suizos Hadwiger y Glur. 
Ellos establecieron que en el teorema de Bolyai - Gerwien se puede 
exigir complementariamente que las par.tes, en las cuales está 
cortado uno de los polígonos equivalentes, y las partes iguales 
a e)las del segundo polígono, tenga~ respectivamente lados paralelos. 
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/!¡. primera vista, este resultado parece inverosímil: es dilicil creer 
que dos triángúlos iguales, girados uno con respecto al otro a un 
ángulo arbitrario (lig. 20), si.empre pueden ser divididos en partes 
iguales con lados paralelos res¡>cctivarnerttc. No obstante, tal 
división existe no sólo para los triángulos, sino· que también para 
polígonos equivalentes arbitrarios. El presente párrafo está dedi­
cad'o a la demostración de este ·hecho. 

1. MOVIMIENTOS. birijámonos de nuevo a ·la demostración del 
.teorema de Bolyai -Gcrwien, ex.puesto en e~ párrafo anterior. 
Ai demostrar el lema 3 (lig. 9), dividimos el paralelogramo ABCD 
en algunas partes (marcad.as con las cifras 1, 2, 3, ... ). de las 
cuales resultó posible componer el paralelogramo ABEF. En la 
fig. 9 se ve que para fonnar este paralei'ogramo es suficiente 
aprovechar la translacüm paralela de las partes, es decir, es s.ufi­
cicnte desplazar cada parte a ~ segmento, sin girarla con e.llo 11. 

En particular, la. equicomposíción de los dos páralelogramos, que 
se muestran en la fig. 2, se establece con anida de la tras!acion 
paralela. 

Para establecer la equicomposición de las figuras expuestas 
en las figs. 3 ó 4, ya no son sólo suficientes las traslaciones 
paralelas, sin embargo, es filci) mostrar la equicomposición de estas 
figuras, utilizando, además de las traslaciones paralelas, también 

1> Recordemos la definicion de la traslacion paralela. 
Sea PQ un segmento dirigido ·(vector); su sentld·o está marcado en la 
fig. 21 por una punta de saeta. Tomando el ·punto arbitrario M, tracemos 
de éste el segmento MM' igual y paralelo al segmento PQ y dirigido 
al mismo lado; vamos a <!ecir que el punto M' (el extremo de este 
segmento) se obtiene del punto M con ayuda de la· traslación paralela 
sobre el segmento PQ. Al aplicar a todos los puntos de una figura F 
la traslación paralela sobre el segmento PQ. obtenemos una figura nueva 
F', de la cual ~mbién diremos que ésta se obtiene de· la F con ayuda 
de la (raslaciÓ!I parafela sobre el segmel11o PQ. Oaro está que para el 
paso contrario desde la figura F' hacia la F es preciso emplear la 
traslación paralela al segmento 'QP, que coincide con el PQ, pero 
de sentido contrario. Notemos que el paso .desde la figura F hacia la 
misma figura F debe examinarse también como la traslación paralela 
(la trc1slacíón sobre ol «segmento nulo»} 
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las simetrías centrales n. Efectivamente, al ·Sustituir (con ayuda 
de la simetría central con respecto al punto O} et· triángulo BOD 
por el lriángulo COE (fig. 3), obtenemos el paralelogramo ADEC 
que, a continuación, con ayuda de la translación ·paralela, se puede 
hacer coincidir con el paralelogramo KLMN. De modo análogo 
se demuestra la equicomposición de las figuras expuestas en 
la fig. 4. Durante la <!emostracíón del lema 2 hemos empleado 
tambien la simetría ce{1tral (fig. 7). 

Fig. 20 Fig. 21 

Recordemos ahora la demostración del lema 4 (fig. 10). 
La demostración de la equicomposícion de los- rectángulos ABCD 
y EFGH se ha realizado en dos veces: primeramente hemos 
notado que el rectángulo EFGH es equicompuesto con el para­
lelogramo EFKL, y luego, hemos establecido la equicomposicíón 
del últi.qiQ con et· rectangulo ABCD. La equicomposición de las 
figuras EFGH y EFKL puede ser establecida sólo con ayuda 
de las traslaciones paralelas (en virtud del lema 3, ya que los 
paralelogramos EFGH y EFKL tienen base común). En cuanto 
a los pai:al.elo·gramos ABCD y EFKL, aunql!e tienen lados iguales 

11 Recordemos la definición de la simetría central. Sea 
O cierto punto '(centro de simctrít). Si AA' es uo segmento, el centro 
del cual se encuentra en el punto O, entonces, sus extremos A y A' 
se llaman simetricos con respecto del centro O. Sustituyendo todos los 
puntos de alguna figura F por los. puntos simétricos centrales a éstos, 
obtel)emos una nueva figura F'. Las figu ras F. y F' se llaman simétricas 
centrales una de otra (respecto al centro O). El paso d~e una de estas 
figuras hacia· la otra se llama simetría centrul (lig. 22). 
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AB = EL, pero estan. dispuestos así, que éstos no son paralelos 
y para .emplear el lema 3 es necesario, inicialmente, girar el 
para(elogramo· EFKL, haciendo que el lado EL sea paralelo al 
lado A:B. Por lo tanto, la demostración expuesta anteriormente 
del lema 4 lisa el giro de la figura EF KL (vale decir también 
y de todas las partes,. en las cuales fue partida esta figura) 
a cierto ángulo. 

Nosotros vemos que, en la mayoría de los casos examinados 
en el primer párrafo, es suficiente, para establecer Ja equicompo· 
sición de las figuras, aprovechar sólo las simetrías c'entrales y las 
traslaciones pa·ralelas. U'na exceptión constituye el lema 4, par~ 
cuya demostración se tuvo que usar el gíro de la figura a cierto 
ángulo. Naturalmente, surge un problema-: ¿es o no posible durante 
la demostración del lema 4 evitar también el usó del giro? 
¿Se pued~ o no, en general, demostrar la equiéompósición de 
cualesquiera dos polígonos equivalentes, sin emplear el giro .de las 
partes componentes, es decir, utilizando simetrías centrales y tra.sla­
siones paralelas solamente? Para responder a estas preguntas; 
tenemos que estudí(lr algunas propiedades de los movimientos. 

La tqtslación paralela, la simetría central, el giro o son 
~jemplos de movimien~os. El movimiento arbitrario se puede repre­
sei;itar del modo siguiente: cierta figura F «se saca>> de su plano 
y se traslada «como un sólido entero» a la nueva posición F'; 
entonces, el paso desde la figura F hacía la ·figura F' se llama 
tambibn movimi.ento z¡ (fig. 23): Designaremos los movimientos con 
letras minúsc1,1las. 

Para cada ·movimiento d existe un movimiento contrario, que 
consiste en que cada figura de su posición nueva, a que ésta 
se trasladó como resultado del movimiento d, retorna a su lugar 
anterior. Por ejemplo, para Ja traslación paralela sobre el segmento 

11 La simetría central es un caso privado del giro: 
para sustituir alguna figura con otra simétrica central, es suficiente girarla 
en torno del centro de simetría a 180' (fig. 22). 

21 Aquí se trata del movimiento de una figura (la 
figura F).· A menudo es más cómodo, hablando del movimiento, tener 
en cuenta el movimiento de todo el plano (con todas las figuras que hay 
en. este plano). Por ejemplo, la· «traslación paralela sobre el segmento PQ» 
puede ser utilizada para ·cualquier ligu~a en el plano, es decir, ésta 
·representa de por sí el movimiento de todo el plano,; «simetria central 
con respecto af centro O» tambien es el movimiento de todo el plano, etc. 
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PQ, el. movimiento cqnlrario es la trasf~ción paralela sobre el 
segmento QP (dirigido ul lado opuesto). Para la simetría 'cen.tral 
con respecto al punto O, el movimienco contrario· es esta misma 
simetría. Enun~icmos estas afirmaciones como un lema inde­
pendiente. 

e 

Fig. 22 Fig. 23 

U!MA 6. Si el movimiento <I es /(¡ traslación paralela o lu simetr.ia 
central, su movlmiemo contrario también es la traslcición paralela 
o lá simetría ce1ítrt1L 

Los movi"'~enlps pueden ejecutarse uno tras otro. Por ejemplo, 
podemos; ihiciahnente, ejecutar Ja· traslación paralela sobre algún 
segmento (primer movi'miento), y luego, l¡i· ·simetría central con 
respecto ·éfe algún- ·punto (segundo movimiento). Si efectuamos, 
primeramente, el movimiento d 1 y1 a continuación, el movimiento 
d2 .• -Obt~ndremos, en conclusión, un movimiento nuevo (resultante). 
el cual designaremos 11 por J 1 • d 2 ; éste Se{ llama producto de los 
movimientos d 1 y d2• 

LEMA 1. El producro de dos simetrías <'enfrales con centros O 1 y O 2 
e.~ la traslación pctrt1/ela sobre el segmen.to 20 1O2• 

En efecto, sea A' un punto síméiríco al punto A con respecto 
del-punto 0 1, y A", un punto simétrico al pun~o A' con respecto 
del pÚnto 0 2• Entonces, 0 102 es una me9iana del triángulo 2> 

11 En ocasiones, es más cómodo designar la 'ejecución 
consecutiva de los movimientos tl1 y d2 no por d1 ·tl2, sino por d2 ·d1• 

1> Si el punto A se encuentra en la recia 0 10 2, 

entonces, los puntos A, A' y A" se éncuéntran en una recta, es decir, 
no forman un triángulo .. Sin embargQ, los r:i:zonamicntos quedan correctos 
también en este caso. . 
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AA'A", es decir, el segmento AA" es paralelo al segmento 0 10z, 
pero 'tiene doble ·longitud (fig. 24). Así pues, durante la traslación 
paralela sobre el segmento PQ = 20 10 2 el punto arbitrario A 
pasa al mismo punto A", al que éste pasa durante la ejecución 
consecutiva de las simetr.ías c..-entrales con centros Q i. 0 2• 

LEMA s. El producro. (le tres .~imetrías centrales con cemros O,, 
02 Y ·0 3 es una. cimetria central. 

~fcctivamente, sea ·O tal punto, que los segmentos 0 10 2 y 003 

.son igua'les, paralelos y tienen ¡gua! sentido (lig. 25). Enton~s. 
el producto de las simetrías con centros 0 1 y 0 2 coincide con 
el producto de las sjmetrías, que; tienen .centros O y 0 3 (ya .que 
y uno y otro produéto es, en. vigor del lema 7, ia traslación 
paralela sobr~ el segmcntQ 20102 = 200 3). P9r lo -tanto; en lugar 

A 
1), o. ..:.'------ '2 

-º- ----.::ºJ 

Fig. 24 Fig. 25 

de tres simetrías con centros olt 02 y 03 podemos multiplícar 
las simetrías con c~ntros Q, 0 3 .y 0 3, lo que da. evidentemente, 
una simetría con respecto al centro O (ya que, como resultado 
.de la ejecución. consecutiva de dos simetrías con respecto al mismo 
centro 0 3, cada ·punto. llega'Oal lugar anterjor). 

LEMA 9 .. Si cada uno -de dos movímientos d1 J' d2 es ww tras/acián 
paralela o $imetría central, su product-0 d 1.- d2 representa de por sí 
una traslación paralela o simetría. central. 

Verdaderamepte, ya que Ja traslación paralela se reduce a dos 
simetrías centr~les (est.o se desprende fácilmente del lema 7),. 
enfonces, Jos dos movimientos indicados en· el lema se reducen 
a las dos, tres o cu_atro. simetrías, Pero dos simetrías nos dan 
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la traslación paralela (lema 7}. tres· simetrías se reducen a una 
(lema 8). mientras que cuatro simetrías pue~en rcducir$é, inicial­
mente, a dos (ya que las tres - a una}, y des·pués, sustituir estas 
dos simetrías por la traslación paralela. En todos los casos el· 
producto resulta o bien la simetría cenfral, o bien la traslación. 

i. TEOREMA oE HADWtGER-Ot.Ult Digamos· que dos poiigonos son 
S·equicompucstos 1>, si su equicomposición puede establecerse con 
ayuda de varias. tru.~laciones paralelas y simetrías centrules solamente. 
Hablando de otro modo. los pollgonos .son . S·cquicompuestos, 
si uno de éstos puede ser dividido en un número finito ·de partes 
M 11 M 2, M 3, ••• , y el otro, en el mismo número de partes iguales 
respectivamente M'¡, Mí, M3, ... , además, los polígonos M 1 y M; 
se obtienen u.no del otro mediante la traslación paralela o la 
simetría central: lo mismo es justo para M 2 y M~. para M 3 y M), 
eJC. 

Pasemos a la demostración del teorema acerca de. que tlos 
polígonos el/uivalr:mcs siempre :>01r S-cquicompuestos. Su demostra­
ción es completamente análoga a la demostración del teorema 
de Bolyai-Gerwien y se apoya en lemas semejantes. 

LEMA 1 a. Si A )' e son dos polígonos, cuda 11110 ' de los c11ales 
es S-e9uicompues10 con el polígono 8, entonces A y C también 
so11 S-equicampuesro~. -

En efecto, trai;emos en la figura B las lineas que divídcnla. 
en tal.es polígonos, de los cuales se puede (con ayuda de 
tr;islaciones y simetrías) componer la fígu.ra A;. además. tracemos 
las líneas que dividen la figura B en poligonós. de los cuales 
se puede (con ayuda de traslaciones y simetrías) comJ).Oner la 
figura e (fig. 26}. Estas y otras líneas conjuntamente dividen la 
figura B en par:tes .menores. al mismo tiempo está claro que de 
estas .Partes menores se puede (con ayuda de traslacfones y simetrías) 
co~poner también .Ja figura A y Ja (igura C. Por lo tanto, las 
figuras A y C resultarán de cierto .moáo divididas en partes. 
Designamos las partes, de las cuales esta compuesta la figura 8, 
por M'i. M2. M3, ... ; las partes correspondientes de la figura A 
designémoslas por M ¡, M 2 , M 3, .•• • , mientras .que las partes 
correspondientes de la figura C, pot:" Mi. M2, Mj, ... Cada uno 
de los poligonos M 1 y Mj se obtiene de M'1 con ayuda de la 

11 El sentido de este termino se aclara más profunda-
mente en el § 4. 
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traslación paralela o la simetría central. De aquí se desprende 
(lema 6) qtic M'1 se obtiene de M 1 cot:i ayuda de la traslación 
paralela o la simetría central, y por esto (lema 9) el polígono M'í 
se obtiene de Mi con ayuda de la traslaciói;i paralela o la simetría 
central. De· modo ·semejante, el polígon9 M2 se obtiene de M 2 
con ayuda de Ja traslación o Ja simetría; lo mismo es j usto 
.para M 3 y .Mi. etc. Por con~iguientc, .Jas figuras A y e "~On 
S·equicompuestas. 

Señalemos, que solamente aquí' se emplean las propiedades 
examinadas anteriormente de· las simetrías y las traslacjones 
(lemas 6 y 9). 

Fig. 26 

LEMA 2á. Todo triángulo es S-fquicompuesro con cierto rectángulo. 
Véase. la demostración ·del lema 2 § 1 (pág. 12). Los triángulos 

marcados en la fig. 7 con la cifra 1 se obtienen uno del otro. 
con ayuda de la simetría respecto al centro O,. mientras q.ue los 
triángulos marca.dos coQ la cifra 2, con ayuda de la simetría 
respecto al centro O'. Por último, el trapecio rayado en fa lig. 7 
queda en su lugar, es .decir, respectq a éste se aplica la traslación 
paralela. sobre el «segmento nulo». Así pues, las figúrl!;S: ABC 
y ABFE. que se muestrai:i ~n la fig. 7, s9n S-equicompuestas. 

4 • 
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/ 

ÚiMA 3a. Dos paralefogramos equivale11tes con. bases iguales 
y paralelas son S-equicompuestos. 

Efectivamente, con ayuda de la traslación pafl!,lela se puede 
hacer i;oincidir las base$ iguales de los ·paralelogramqs, .a continua­
ción, queda por repetir la demostración del le~a 3 § .l (pág. 13): 
las partes, marcadas en la fig. 9 con cifras idénticás, se obtienen 
una de la otra con ayuda de traslaciones paralelas. 

LEMA 4a. Dos rectángulos de iguales áreas son S·tf<JUicompuestos. 
La demostración del lema ·4 § 1 aquí no sirve, ya que e.n 

ésta se utiliza ei giro (véase la pág. 23). Por esto, examinemos 
otra demostración. 

Sean A~CD y A'B'C'D' dos rectángulos equivalentes. Construya­
mos el paralelogramo AB1C1D, que es equivalente a los dos 
rectángulos y que tiene un lado AD comíin con el' rectangulo 
ABCD y otro lado AB1 paralelo a uno de los lados del rect~ngulo 
A'B'C'D' (fig. 27,a). Entonces, los paralelogramos ABCD y AB1C 1D 
son S-equicompuestos (lema 3a). Luego, construyamos el rectángulo 
AB 1C'Jp1, que es equiva1ente a. los rectángulos· íniciales y tiene 
un lado AB1 común con el paralelogramo AB1C1D . .Ep este caso 
las figuras ABrC1D y AB~ C2D 1 son S-equicompuestos (fig. 27, b). 
C.on ello, los lados de los rectángulos AB1C2D1 y A'B'C'D' son .. 

0 
.. A' jj' 

B" 

Jf 1 CH 

a) 
D' C' Ji e' e) 

A 

f\ 
··,·o· l\ . 

D1 D 
o) 

Cz e, .D' e' 

Fig. 27 
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paralelos respectivamente. Por fin, con ayuda de la traslación 
paralela superponemos el rectángulo ABtC2D1 en A'B'C'D' de 
manera que el punto A coincida con el A',, mientras que el lado 
AD1 se dirija por A'D'. Obtene!'llos el rectángulo A'B"C"D" que 
tiene con el rectángulo A'B'C'D' un ángulo común A' (fíg. 27, e). 
Dado· que durante esta construcción cada vez pasamos de un 
paralelogramo a otro, que es S-equicompuesto con el primero, 

JJ' BH 

e" 

~ Vi:?31 

Fig. 28 Fig. 29 

en vigor del lema la, obtenemos el rectángulo A'B"C'D", que 
es S-equicompuesto con el rectángulo inicial. AB<;:D. Queda por 
demostrar la S-equicomposición del rectangulo obtenido A'B"C"D" 
con el rectángulo A'B'C'D'. Consideraremos con ello, para precisar, 
que A'B" > A'B' (y por esto A'D" < A'D'). Tracemos los segmentos 
B"D', B'D", C'C" y mostremos que éstos son paralelos (fíg. 28). 
Verdaderamente, de la igualdad de las áreas obtenemos: ' 

A'B' · A'D' = A'B" · A'D", (1) 

de donde, sustrayendo de los dos miembros de la igualdad el 
produeto A'D" · A'B'; obtenemos: 

A'B'· D'D" = A'D" · B'B'' 

o bien 

A'B' · OC' = A'D" ·OC". (2) 

Al anotar las igualdad~ (1) y (2) como proporcion~, obte­
nemos: 

A'B': A'D" = A'B": A'D' =OC": OC'. 

De tal guisa, los triángulos rectángulos A'B'D", A'B"D' y OC'C" 
son semejantes. De aquí se deriva que L A'D"B' = L A'D'B" = 
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= L B'C'C'', y por eso, los segmentos B"D', B'D" y C'C" s·on 
paralelos. 

Designemos los puntos de 'intersección del segmento 8" D' con 
los segmentos B'C' y C"D" por M y N, ·Con ello 11 B"C"N = 
=A MC'D' (B"C" = MC' y C"N = C'D', ya que B"C'C'M y NC"C'D' 
son paralelogramos). Seguidamente, los paralelogramos B'B"ND" 
y B'MD'D'' son equivalentes y tienen una base común B'D", 
de esta manera, en vigor del lema 3a, éstos son S-equicompuestos. 
Finalmente, el triángulo A'B'D" pertenece a los dos rectángulos 
A' B'C'D' y A'B"C"D;'. Así pues, de Ja partición obtel)ida de cada 
uno de estos rectángulos en tres partes (fig. 29), llegamos 
a la conclusión de que éstos son S-equicompuestos (las. partes 
marcadas con las i;:ifras 1 y 3 son iguales, respectivamente, y se 
obtienen una de la otra con ayuda de la traslación paralela, 
mientra!¡ que los paralelogramos marcados .con la cifra 2, son 
S-equicompuestos). 

LEMA 5a. Tmlo polígono es S-equicompuesw con cierto rectángulo. 
TEORt:~A OF. ltAQWtGER-GWR. Dos polígonos de iguales áreas son 

S-equicompuestus. 
Las demostraciones del lema 5a y del teorema de Hadwiger -

Gh~r se obtienen mediante la repetición textual de las demóstra­
cioncs del lema 5 y el teorema de Bolyaí - . Gerwien con la. sola 
diferencia. que en lugar de «cquicompuesios» se ha de decir 
«-5-equicompuestbs», y en lugar de las referencias a los lemas 
1, .2, .... h¡¡.y q,uc terier en cuenta .Jas citas a los lemas la, 2a, ... 

OeJ' teorema demostrado <:le Hadwiger-Glur se infiere direeta­
mente que· tos ·polígonos ·equivalentes pueden ser divididos en partes 
de !ados paralelos respectivamente (véase el comienzo de este 
párraf9). En efect'o, si A y B son polígonos equivalentes, entonces, 
uno de éstos se puede partir en tales partes, de las cuales se 
puede, empleando solamente las traslaciones paralelas y las 
simetrías centrales, componer un segundo polígono. Queda por 
señalar que si dos polígonos se obtienen uno del otro con ayuda 
de la traslación paralda (fig. 21) o la simetría central (fig. 22), 
sus lados son par<)lelos respectivamente. 
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§ 3. EQUICOMPOSICIÓN Y NOCIÓN 
DEL INVARIANTE ADITIVO 

Después de Ía dcmostracion del teorema de Hadwiger-Glur. 
naturalmente, surge la cuestión: ¿es o no posible dividir- cuales· 
quiera dos polígonos equivalentes en .Partes que se obtienén una 
de la ·otra sólo ~on ayuda de traslaciones pa,rálelas? Con ovas 
palabras: ¿es o no excesivo el empleo :de las simetrías en el 
párrafo anterior? AJ examep efe dicha cuestión se dedica el preseqte 
párrafo. Veremos que no todos dos polígonos de igual área pueden 
ser divididos en partes que se obtienen una d~ la otra con ayuda 
de traslaciones paralelas; en particular, el ~riángul'o y el parale· 
Jogramo equivaiente a éste no permiten tal di\ijsión en partes . 

.. Fig. 30 

Para establecer estos hechos se utilizará la noción del ilwariante 
ad,itivo, que se determina en adelante. Esta noción encontrará su 
empleo también en los párrafo$ ulteriores. 

1. INVARIANTE ADITIVO J 1 (M). Sea M un polígono arbitrario. 
En cada \.lno de sus ladqs marquemos mediante una flecha tal 
dirección que, a·vanzando por este lado en la dirección indicada, 
veremos cerca de esre lado, ci la izquil..>rda, los puntos, que 
per.tenecen ¡¡1 ·polígono examinado, mientras que a la derecJ¡a, los 
puntos, que no pertenecen a éste 1> (fig. 30). Elijamos, a· continua-

1> Si recorrernos uno por uno los lapos del pofigono, 
avanzando en las direcciones indicadas mediante la~ flcéhas, recorreremos 
todo el contorno del polígono y volveremos al punto inicial. En este caso 
se dice, que hcjnos efectuado el recorrido del con'torno del polígono 
en serztido a11tihbrario. 
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ción, cierta rel'ta dirigida !, es decir, una recta, en la cual 
la dirección está marcada mediante una flecha. Designemos- por 
J1 (M) la suma algebraica de las longitudes de todos los lados del 
polígono M , paralelos a la recta /, además, tomemos los lados 
dirigidos igual que la recta l {lados AB, DE y FG en la fig. 31) 
con el signo +, mientras que los lados de la dirección contraria 
(lado KL en Ja fig. 31), con el signo - . Si el polígono M no 
tiene lados paralelos a la recta 1; el número J1 (M) se considera 
igual a cero. El número 11 (M) 10. llamaremos invariante adiiivo 
(la causa de tal denominación se esclarece a continuación): 

La importancia del invariante J1 (M) para el problema acerca 
de Ja equicomposíción de los polígonos se aclara del teorema, 
a cuya enunciación pasamos. 

G 

/( 

Fig. 31 

2. T-EQU1coMPos1c10N Llamaremos dos ·polígonos T-equicompuestos, 
si su .equicomposición puede ser establecida sólo con ayuda de las 
traslaciones paralelas. (compárese la pág. 26). 

TEOREMA. Sean A y A' dos polígonos, y l, una rec.w ,dirigida. 
Si J1 (A) =F J1 (A'), los polígonos A y A' no son T-equícompuestos. 

La demostracíón de este teorema. será examinado más adelante, 
pero ahora señalemos un simple . corolario, que se desprende. de 
éste. Sea D. un triángulo, y P un paralelogramo equivalente a éste 
(la base del paralelogramo es paralelo a Ja base del triángulo, 
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Og. 32). Elij~mos una recta 1 paralela a li1s bases del triángulo 
y del paralelogramo y dctcrrriincmos los signos de los lados 
en concordancia con la regla =iildicada a·nteriormenle (fig. 32). Con 
ello encontraremo!l: J, (P) =O. J1 (A) .¡. O, de .esla manera J1 (P) # 
.¡. 11 (A), y por eso, las figura~ P y .t. no son T-equícqmpuestas. 
No son tampoco T-equicompuestos los triángul.ós iguales, que se 
muestran. en la fig. 33. 

+ 

Fig. 32 Fig. 33 

Pasemos a h1 demostración ·del tcor~ma enunciado aquí. 
~ PROPl!:Oi\DES l)El li\'Vh RIAN1'E ] 1 (M). 
Lí:MA 10 Se11 1 1111c1 recta clirigida, mientra~ que M y M', dos 

polígonos que se ol>r i"11cn· w10 del ot.ro con ayudC1 de /cJ. iraslm:ión 
purulela. En1011c<''. J 1(M)=11 (M'}. . 

C-0n .o.tras pal.1hra~. el númei:o J1 nu v<1rici durante la truslació1,1 
paralela; de aqui. vi1:11.: la de'nominación invariante, es decir, 
iru¡ar icrble. 

La afirmación de .:ste ·¡cma es eviden.te (durante la traslación 
.paralela de.l polígono las longitudes de sus lados y sus direcciones 
no carpbían). 

LEMA 11. Sea l ·una reda dirigida, miemras que A, cierto polígono 
djciditlo en un 11úr;nero finito de polígonos M., M 2, •••• M t· Entonces, 

J,(A) = J,(Mi) + J,(M2) + .. . + 11 (M.}. (3) 

Ha~\ando .1ie otro modo, si el polí'goi10 A se compone de 
ciertos polígonos menores, su invarianlc se nbtie11e de los invariantes 
de éstos políg<?nós componentes mediante' la adición; de aquí 
viene la r;!enominación el invarianre adítit10 (de la palabra adi.ción). 

-'" 
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'1>t::MOS1'RAC10N. Examinemos todos los segmentos que son los 
lados de los polígonos A, M" M 2, •• • , Mk. Marquemos en estos 
segmentos todos los puntos que representan los vértices de to·s 
polígonos A, M 1, M 2, ••• , M 1 • Entonces, obtendc:emos un número 
finito de segmentos menores que llamaremos eslabones. Cada lado 
de cada uno de los polígonos A, M,, M 2 , ... , Mk consta de uno 
o varios eslabones. En la fig. 34 se muestra la divi~ión del polígono 
en partes menores. el lado AB consta de tres eslabones A M, M N 
y NB; de tres eslabones consta también el lado NP del polígono 
rayado en el diseño. 

Indiquemos, 4ue para calcular el invariante J1 (A) del polígono A 
(o bien de cualesquiera de los poligonos Mu M 2, . • • , M k) se 

J.' ig, 34 

puede tomar la suma algebraica no de los lados, sino de los 
eslabones paralelos a la recta l, ya que la longitud de cada lado 
es igual a la suma de las longitudes q,ue lo componen. Por esta 
razón. para calcular la suma en el segundo m1embro .de la propor­
ción (3) es necesario componer la suml.). algebraica de las longitudes 
de todos los eslabones paralelos a In recta 1, además, hay que 
tomar en consideración estos eslabones por todos los polígonos 
M¡, M 2 , ••• , Mk. 

Examinemos cierto eslabón que está ubkado. enteramente 
(salvo. puede ser, los extremos) dentro del polígono A (eslabón EF 
en la fig. 34). Entonces. con él lindan dt>s polígonos de los 
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polígonos M 1, M 2, •••• Ml, además, éstos son limítrofes al eslabón 
por lados diferentes (uno - a .Ja derecha, otro - a la izquierda). 
Por este motivo, al calcular el invariante de un polígono, el 
eslabón examinado cnlra con un signo, mientras que. al calcular 
el invariante de otro polígono, con signo opuesto, y en la suma 
algebraica total de eslabones estos dos miembros se anulan 
mutuamente. Nosotros vemos que, al calcular el segundo miembro 
de la proporcion (3), se puede no tomar en consideración 
absolutamente Jos eslabones dispuestos de11crv del polígono A. 

Examinemos ahora cic:rto cslábon ubicado en el contorno del 
polígono A y paralelo a la .recta l (eslabón AM en la fig. 34). 
Con este linda sólo 111w de los polígonos Mi. M 2, • ••• M~. 
además, por el mismo lacio con que el polígono A lindo al cslabon 
examinado. Por consiguiente, este eslaboo entrara en la suma 
J1(M 1)+J,(M2)+ .. . +J1(Mk) con el mismo signo que en el 
invariante J1 (A). 

Así pues, el segundo miembro de la relación (3) es igual a J¡(A), 
es decir, l~ fórmula (3) es válida. 

Ahora ya es fácil demostrar el ~corcma enunciado c_n In pág. 32 
Efectivamente, sea J.1 (A) rf; J, (A'), con ello tain.bién (cont rariamente 
a In afirmación del teorema) los polígonos A y A' son T-equicom­
puestos. Esto significa que A puede ser compuesto <le tales 
polígonos M., M 2, •••• Mt, mi~ntras que B, de tales polígonos 
M'1, M2, ...• M~. que M 1 y M'.i se obtienen uno del otro con 
ayuda de la traslacion pantlela; lo mismo es justo para M 2 y Mí. 
etc. Entonces, de acuerdo con el lema 10, obtenemos: 

Ji(M1)=J,(M'1). J,(Mz):::::Ji(M?) .... , J,(M1)= .lr(Má). (4) 

y de acuerdo al lema 11 

J, (~) = J, (M.1) + 11 (M ~) + ... + J1 (M~), } 
J,(A )=Ji(M 1) +J1(M 2)+ ... +J1(Mk)· (S) 

De (4) y (5) se deduce que .11 (A)= J1 (A'), lo que contradice 
a la condicion. De este modo. al cumplirse la desigualdad 
J 1 (A)-¡: J1 (A'). los poliMnos ~o pueden ser T-equicompuestos. 

4. P<>LIGONOS DE SIMt:TRIA CENTRAL El teorema, cuya demostración 
fue expuesta anteriormente, se puede enunciar también de la manera 
siguiente: dos poligonos A y A' pueden ser T-equicompuestos 
solamente en el caso, quando para cualquiera recta 1 tiene lugar 
la igualdad J 1 (A)= J 1 (A'). Hablando de otro modo, para la 
T-equicompo~ición de los polígónos A y A' es preciso el cumpli-
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miento de la igualdad J1 (A)= J1 (A'). Se: puede demostrar que e&ta 
condición también es s1~ficie111e, es decir, que tiene. lugar la siguiente 
proposición 11

• 

TEOREMA Si los po/íga11os equivqlentefi A y A' son tClles que para 
wdu recta dirigitla I tiene lugar la igualdad J 1 (Á) == J1 (A'), t>nton<:es 
/ns ¡wligonus A y A' sm1 T-cquicom¡mcmós. 

·Planteemos ahora el siguiente problema: hallar todos Jos 
polígonos c01wexos que son T-cquicompuestos con el. cuadrado. 
Es fúcíl de ver, que para el cuadrndo Q. ei invariante J 1.(Q) es 
ig~al a cero con cualquiera recta 1 (el caso, cuando la recta 1 
es panilela él ·uno de los lados del cuadrado, se ilustra en la fig. 35; 

Fig. 35 Fig. 36 Fig. 37 

pero, si .. la recta 7 .no es piiralela a ningún lado del ~uadrado, 
entonces, J 1 (Q) = O én vigor de la ·determinación del n4mero J1 ( Q)). 
Por ·esta razón,· nuestro probl~ma puede ·ser enunciado del modo 
siguiente: hallar todos los polígonas convexos, cuyq invariante J1 
es igual a eero para cualquiera recta /. Sea M un polígono que 
tiene estl_\ propieqad,. AB, uno de sus lados, iniemras que 1, una 
recta paralela a A'B. En este caso el polígono M debe tener también 
U!} lado paralelo a AB (ya que de otro modo sería J1 (M) = A.B >O, 
vease la fig . .36). Si este lado 2l paralclo a la rcicla AB lo designamos 
por PQ, obtendremoo (fig. 37) J1 (M) = AB - PQ, y ya que el 

1
> L.'l demostración se encuentra en una obra colectiva 

de Hadwiger y Glur citada en el preíacio. 
2> Ya que el polígono M es convex!), éste no puede 

tener más ele dos lados pim1lelos a la recta l. 
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número J¡ (M) debe ser i~ual a cero, A B == PQ. Así pues, para ~ada 
lad'o del polígono M hay otro lado (<<opuesto») igual y paralelo 
a éste, de donde se deriva fácilmente, · que el polígono M es 
de simerría centrql. Estú claro también lo contrario: si el polígono 
M es de simetría central, para toda recta 1 el invariante J1 (M) 
es igual a cero. Por lo tanto, para la T-e<juicomposicilm del 
.polígono convexo c,011 el cuadrado e.urecesario y ~1!/ic:ieme que ésce 
polígono sea de simetría central. 

Hem.os obtenido este resultado, basán(.fQliQS en el teorema 
anteriormenie enunciado (pero no demostrado). Sin .embargo, 
guiándose por la fig. 38, el ll!ctor demqstrara fücilmente · (sin 

Fig. 38 

apróvechar c~t~ teorema) que el políg(mo de simetría central puede 
ser convertido (al dividirlo en partes y empleando las traslaciones 
paralelas) en varios paralelogramos, y, luego (véase la demostración 
del lema 3), en un cuadrado. 

§ 4. EQUICOMPOSiéIÓN Y NOCIÓN DE GRUPO 

En el § 2 hemos hablado de los movimientos del planp. 
Designemos por D todo ei conjunto de movimientos·; cada movi­
miento independiente· lo llamaremos elemento d~ dicho co1lj_w1to D. 

- Por ejemplo, c¡1da traS!acion paralela (o caqa sif!1etría central) 
es un elemento del conjunto D. Para cada ·dqs .. movimientos ·está 
determinado su. producto, es decir, el conjm¡to D posee las 
si~uientes propiedades. 
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rROJ'll!l)A)) l. Para caaa uno de dos elementos d ¡, d 2 del conjunto 
D estir dererminado su producto d.1 • d2 , que también es un 
elemento ele e.~1.e mismo conjun.to D. 

Entre los movimientos hay uno que desempeña un papel 
particula r. Este es un movimiento que deja todas las figuras en su 
propio lugar, el movimiento que consiste en que, si se puede 
decir así, «falta todo movimiento». Nosotros designaremos este 
movimiento por la letra e y lo llamaremos movimiento idéntico. 
Este posee tal propiedad, que para todo movimiento d los 
productos ,¡.e y e· el coinciden con d : 

el · e = e"- d = d. 

En efecto, si, primeramente, aplicamos e (dejamos todas las figuras 
en su lugar) y, después, aplicamos d, esto, justamente, significa . que 
hemos ejecutado el movimiento d, es decir, e· d =d. Del mismo 
modo esta claro que d ·e = d. Esto nos recuerda las propiedades 
del número 1 durante la multiplicación (a· 1 = l ·a = a para todo 
número a). Por esta razón, el movimiento e ·se llama también 
1111 idad. Así pues, 

PROPll'l)Al> 1 En el conjunw D hay cal eleme11to e, llamado unidad, 
que para todo elemento d del D se cumplen !.as correlaciones 

d ·e= e -d= d. (6) 

.:A continuacion para cada movimiento el existe un mov1m1cnto 
inverso que se designa por 4- 1, El producto del movimiento . d 
y del inverso a éste r 1 (asi mismo como el producto ~el 
movimiento (¡- 1 y el movimiento d) es un movimiento que deja 
todas las figurns en su lugar anterior, es decir, 

d · d- 1 = d- 1 • d =e. 

Por consiguiente, obtenemos la 
PROPIEIM D 1 Pam cada elemento d del co11junro D har un elemento 

d- 1
, que pertenece a este mismo conjunto y 4w~ se llama inverso 

para d elemento d, para el cual se cumplen las correlaciones 

d · c1- 1 = d - 1 • d = e. (7) 

Ahora sean d., el 2 y d3 tres movimientos. Supongamos que 
cierta figura A se lra!ilada mediante el movimiento d 1 a la figura 8 , 
ésta se traslada mediante el movimiento d 2 a la figura C, mientras 
que ésta se traslada mediante el movimiento d3 a la figura D. 
Examinemos el producto (d 1 • d2) • d3 que consiste en que los. 
movimientos d 1 y d2 se multiplican entre sí y el producto obtenido 
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se multiplica por d 3• El movimiento d 1 · d 2 traslada, como es fácil 
dc,i ver, la figura A a la C, mientras que el 111ovimiento d3 traslada 
Ja fíg~ra C a Ja D. Por este motivo, el movimiento (i/ 1 ·.d 2 ) • d 3 

traslada en seguida la figura A a la D. Si efectuamos la multiplica­
ción en otro orden: d 1 • (d 2 • ¡/ 3), entonces hallaremos que la figura 
A se traslada mediante el movimiento d1 a la figura B, la cual 
por el movimiento d2 • d3 también se traslada a la D. Así pues, 
ambos movimientos (d 1 • cl2) • d3· y d1 • (d2 • d3) trasladan cada fi gura 
A a la misma figura, es decir, estos movimientos simplemente 
coinciden. 

De tal guisa, tiene lugar la 
PROPIEDAD 4. Para cualesquiera tres elementos d" d 2 y d 3 del 

conjunto D se. cumple la correlación 

(d, ·d2) ·d3= d. -(d2 ·d3), (8) 

que se llama condic:i(m de asociatii;idad. 
Así pues, el conjunto D de todos los movimientos posee las 

propiedades enumeradas 1 - 4. 
T..k1mase grupa 11 rodo C'onjunta que consta de cualesquiera ele­

memos v que posee las propiedades l -4. 
Corri°o hemos visto, el conjunto D de todos ios movimientos 

del planó es un grupo. E11aminemos ahora el conjunto S. 
que se compone de todas las tralilacionr:s paralelas y las simetrilis 
centrales, ·y mostremos q1,1e éste también es un grupo. En efecto. 
los elementos del conjunto S son movimientos; para cada dos 
de éstos (como también para .dos movimientos arbitrarios) estú 

11 Examinaremos aqui solamente los grupas lle mm:i­
mie11tus (véase a continuación). Como ejemplo de grupo, cuyos elementos 
no son movimien1os, se puede ihdicar. el conjunto G 1/e wdos los 11ümcms 
positiws (la unidad es el número 1: el producto tiene el sentido habitual; 
el número inverso para el número " es l/11 =a-'). Podríase aducir aún 
una .serie de ejemplos de grupos. 

La noción de grupo desempeña un gran papel en la 
matemática moderna. A los interasados puede ser recomendado el libro 
de P . S. Alcxándrov, «Introducción a la teoría de grupos» («Uchpedguim . 
Mqscú, 1953, en ru~o), que está escrito de modo elemental y contiene 
un gran número de ejemplos interesantes. Sobre el empleo de la noción 
de grupo en geometría véase la segunda parte del libro de l. M. Yagfom, 
«Transformaciones geometrícas>> <<Gostejizdat>), 1956, en ruso). Indiquemos 
que C'1l los libros de P. S. Alexán<lrov e l. M: Yaglom la operación 
en el grupo no se llama ll!Ultiplicación, sino adicion. 
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determinado e! prm(ucio, además, de acuerdo con el lema 9 éste· 
también es un demento del confunto S. Por lo tanto, la propiedad 1 
está cumplida. La propiedad 2 también, evidentemente, está 
cumplida, ya que el. movimiento e es la traslación (es decir, 
pertenece al conjunto S), mientras .que la correlación (6) , tíene 
lugar en general para 10<10:1 los movimientos. (y. en particular. 
para las traslaciones y simetrías, es decir,, para los elementos del 
conjunto S). La pro.piedad 3 c~tá cumplida, porque pilra las 
traslaciones y simetrías los movimientos inversos de l)Uevo son. las 
traslaciones y simetrías (lema· 6), y la correlación (7),' válida para 
todos .los movimientos, esta cumplida, en particular, ·para los 
elementos del conjunto S. Finalmente, la pondición de asociatividad 
(8), que tiene lugar para todos lps movimientos, también es váli'da 
para las traslaciones y simetrías. Por lo tamo, el co)'ljumo S 
es l!n grupo. 

Asimismo se puede mostrar, que el CNljunto T üimpuestu poi' 
rod<ts /a.i: 1r11sfocio11es paralelas, es un grupo. 

Cümo conjunto G se llama grupo de mp1Jimiento.~. si sus elementos 
son movimientos (por lo tanto esta claro en qué sentido se pucdc­
mullíplicar estos elementos) y se cumplen las propiedades 1-4 
(es decir, G es un grµpo). Los grupos .D, S y T examinados 
anter:iQrmente pueden servir de ejemplo de grupos. En calidad 
de .un nuevo 9jcmp'lo de grupo de movimientos se puede señalar 
el gr.upo -0 ,. ·que. c9nsta de los giros ·en torno de un .mismo punto 
a uno ·de los ángufos ·o. 2n/11, 4n/11. 6rr/11, . . . , (211 - 2) n/11 (el giro 
ál árigulo O es el movimiento id~ntico e). Ofrcccmo~ al lector 
cerc;iorarse ·de que On es un grupo. lnd.iquemos solamente que, como 
lo muestra este ejemplo, el grupo puede estar compuesto de un 
numero .fi'niw de elementos (en el grupp On hay n elementos). 

Sea G cierto grupo de movimíentos, mientras que A y (l '. dos 
polígonos. Sup~mg!lmos que hemos logrado dividir el polígono A· 
en tales partes .M 1, M ~- .. ., MA, y el polígono A', en tales .partes 
M'i. Mí, .. . . iW'1,. la.s cuales se obtienen una de la otra con ayµ(ja 
de movimientos que pertenecen al grupo O (es decir,_ en el grupo G 
hay cieno movimiento g1• que traslada el poligono M 1 al M'¡, 
.otro movimiento g2, que trasladit M 2 al Mí, etc.). Con ello los 
polígonos A y A' se llaman G-eq11icomp11e.~ros . .Si erf calidad de· 
grupo G se ·examinan los grupos S o T, obtenemos las nociones 
de S-equicomposiclón p Y..equicomposición, examinadas anterior-· 
mente. Todos pos polígonos de igual ~rea son D-eq_ufoompuestos 
(teorema de Bolyai- Ger.wien) e. incluso, S-equico~puestos (teorema 
de Hadwiger-Glur). Sin embargo, existen polígonos (por ejemplo, 
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triángulo y paralelogramo) que tienen igual área. pero que no son 
·r-equicompuestos. 

En resumen seña1emos el siguiente teorema, que contesta 
a Ja cuestión. que, posihlemenle. ya se plantearon los lectores. 

TEOREMA El grupo S es et menor grupo de nwvimienios, que 
permite estahlecer fo equicomposición de cualesquiera polígonos 
equfoalentes. Hahlmulo de <1rro mi"'º· si G. es wl grupo ele movi­
mielltos, que wdos dos polígonos equivale.mes s011 G-ec¡uicompuestos, 
i?l grupp G contíe1u! tod(J el gn1¡w S (es decir, contiene todas las 
craslaciones pamlelas y todas las sim<~lrías. centrales). 

La demostratiím se apoya sobre algunos lemas; :ii enunciar éstos, 
supongamos que G es un gnipo que sat isface 4as condiciones del teorema; 

LEMA 12. Si P y Q ·~011 dCls ptmtos arhirrarios 1iel pla11a; emo11ces e11 t!I 
grup" G exisie 1111 movimiento que m1slailr1 P 11 Q (esta propiedad del 
grupo de movimientos se llama· la rran~itfoidml). 

·supongamos lo contrario: existen ta le~ dos puntos J> y Q. que ningun 
movmüento perteneciente al grupo G no t ra~lada el punto P al Q. Aquellos. 
pun.t.os, a los cuales el punto P puede srr trasladado mediante movimientos, 
que pertenecen al grupo G, lo.s llamaremos marc11iJos. Si M es cierto 
polígono, la suma de sus ángulos, cuyos \'crticcs s(m los puntos marcados, 
la designaremos por 1 p {M). Si los polígonos M y M' se obtienen unó 
del otro con ayuda d<? .cierto movimicntu, q ue pertenece al grupo G, 
lp(M)= lp(1\f'), A continuación, si el polígono A está dividido en varios 
poligonos menores ,w 1• ,\-! ~· . .. , M ~' tiene lugar la igualdad 

1 p (A) = l J!(M ¡) + l ¡>(M2) + ... + I p (M r(Mk) + mr, 

donde /1 es cierto número entero (esto se demucstru mediante el cálculo 
directo de los á ngulos). De estas propiedades del número Ir (M) se 
desprende fácilmente (compárense los razonamientos en la pág. 36), que 
si M y M' son .dos poligonos .. G-cquicompuestos, entonces, 11,(M) = 
= l r (M') + mr, donde ·n es cierto número entero. 

Sean ahora PQR y PQS ·dos triángulos obtusirngulos isósceles iguales 
con el ¡ingulo ·:.t en la base. de los cuales uno tiene el verticc del ángulo 
obt~so en P, mientras que el otro, en Q (lig.· 39). Ya que e\ punto P 
esta · marcado, y el punto Q, no, el nümero f 1, (PQR) es igual a n - 2et. 
o rr - 'l (en función de si e.~taría o no marcado el punto R); en tanto 
que el niunero · f p (PQS) es igual a '1 o a 2"-. Por es to la igualdad 

l ,,{PQR) = l.f' (PQS) + nn 

no puede·. ser válida con ningún número entero 11 (ya que· '1- < 7t/4), y los 
triángulos PQR y PQS no son G-equicompuestos. Esto, sin embargo, 
contradice a las propiedades del grupo G (Jos poligonos equivalentes, 
y tanto ·más iguales, deben ser G-equieompuestos). La contradiccion 
obtenida demuestra el lema. 
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LEMA IJ El qrup11 G contien<'. par 111 meno.~ una simetría ce111r11/. 
Marquemos primeramente (sin demostrncioncs IJ) algunas propiedades 

de los movimientos. Cada movimie.110 del plano tiene uno de los tres 
siguientes aspectos : este es ya traslaci m paralela. o giro. o tiicn la llamada 
sime1rí11 deslirn111e, que representa de por si la simetría con respecto 
a cierta recta, la cual se 11compaiía por la traslaciím paralela a lo largo 
de esta recta. F-~til se llama eje de lu simetría deslizante. l;l eje se· 
determina unívocamente (es deci r, dos simetrías deslizantes, cuyos ejes 
no coinciden, son 1/ifl!rc111e.~ movímientos). Por ultimo. señalemos que el 
producto de dos simetrías deslizantes, cuyos ejes forman entre sí el itngulo 
'l, es el !/iro a 1 ángulo .2:r.. 

s 

R 

~ 
p ¿' 

Fig. 39 Fig. 40 

Pasemos a la demostración del lema 13. Elijamos del modo siguiente 
la recta ./: si en el grupo G hay por lo menos una simetría deslizante, 
entonces tomamos por l el eje d_é unn de éstas; en el caso contrario 
elegimos la recta l arbitrariamente. En la recta ( elegimos cualquicrn 
direccion. Sea r una recta· dirigida. ·arbitrariamente, y :x, un ángulo formado 
entre 1 y .r (lig. 4-0)¡ consideraremos L'I recta /' marmda, si en el grupo G 
hay un giro al angulo :x. En particular, toda recta paralela a 1 (es deci r, 
la que forma con 1 el ángulo 11u1<>); se ha de considerar marc<tda. 

Supongamos ahora (a pesar, de la afirmación del lema} que en el 
grupa G no hay ni una sola simetría central. Entonces, para toda recta 
marcada i' Ja recta f", que es paralela a /', pero que tiene la Qirccdól'l 
contr.iria, no es marcada (en caso contr.irio el grupo G contendrla dos 

11 Las demostraciones dé las propiedades de los moví· 
mientos se puede encontrar, por ejemplo, en la primera par~e del libro 
de l . M. Yi1glom «Transformaciones geometricas» («Gostejizdat», 1955, 

· en ruso). 
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giros, cuyos angulos se distinguen por lt, y por esta razon, tamhicn 
contc:ndria el giro al ángulo 1t, es decir, la simetría central, véase 
la fig. 4 1). 

Examinemos el poligono nrbitrario M y sea AB su lado, mientras 
que r, la recta que mterseca este lado y perpendicular n éste. Elijamos 
en la recta /' tal dirección que, avanzando por la recta r en e.~ta dirección, 
saldremos, al íntersecar el lado AB, del interior del polígono M túuern 
(lig. 42). Si la recta /' dirigiüa de este modo es marcada, atribuiremos 
ni lado A B el ~igno + ; y si la recta /" es paralela a /', pero dirigida 
de modo contrario es marcada, arribuircmos a este lado el signo - ; 
finalmente, si ni una de estas recta~· no es marcada, al ludo AB pondremos 
correspondientemente el número cero. Compongamos ahora la suma 

Fig. 41 Fi~. 42 

algebruk-d de las longitudes de los lados del poligono M, tomando en 
consideración dichos signos (si al lado AB t:s ta puesto correspondiente­
mente el número cero, éste no entra. completamente en la suma a lgebraica 
examinada). La suma algebraica obtenida la designaremos por .1; (M). 

El número Jí (M) posee las dos siguientes propiedades: 1) es (/(/i/ ivo 
(compárese la formula (3}) y 2} es i1wm·ian1e (si los polígonos M 1 y .'W 2 

se obtienen uno del otro con ayuda de cierto movimiento, que pertenece 
al grupo G, Ji (M 1) = Jí (M 2)). La aditividad se establece mediante In repeti­
ción casi textual de la demostrnción del lema 11. 

Demostremos la invariación. Sea g un movimiento que pertenece al 
grupo G y que traslada el polígono M 1 a M 2 ; A 18 1 es el lado del 
polígono M 1• mientras que A2B2 es el lado, ~orrespondientc al primero, 
uel polí.gono M 2 (es decir, el lado al que se traslada A1B1 en consecuencia 
del movimiento g). Sea, luego, f 1 una recta perpendicular al lado A 1 B s. 
mientras que 12• una recta perpendicular a A 2B2, además, cada una de 
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estas rectas estil dirigida de lal modo que, al intersecarsc con el Indo 
indícado, salimos del interior del polígono· afuera (lig. 43). Designemos 
los angulos formados· por lns rectas 11 y 12 con la recta /, respectívamente, 
por a, y a 2 • Supongamos que la recta 11 es mareada, -y mostremos que 
11 tambicn es una recta marcada. Si el movimiento y es una traslación 
pnralela, entonces. la recta 12 es paralela ll la recta 11 y está dirigida 
idénticamente que esta,, y por esto, es marcada. Si g es un giro, el 
angulo de este giro es igual a cx2 - ai. y, ya que en G hay un. giro 
al ángulo a 1 (pues, la recta /1 e.' marcada), entonces. en G hay también 
un gi~o al ángulo (a2 - i:t. 1) ·t- 0t 1 = i:x2 ; esto -~i gnilica que la rectn 12 es 
marcada. Por fin. si u es una simetri~. desliz11nte, su eje compone (,;On 

,, Az 
A1 

81 

IXZ / 
fig. ~3 Fig. 44 

la recta ' (la que también es en este caso un eje de la simetría deslizante) 

el ángulo ª 1 ~ ª 2 (fig. 44), y. por es.ta· razón, en d grupo G hay un giro 

al ángulo a 1 + 11.2• Además. en 'G hay u.n giro al áng_ulo cx 1 (ya que 
la rc~l.1 /1 es marcada),, y por esto tumbién et giro al ángulo (:t, + 
+a.U - cx1 = a.2 .. Por lo lanto, también en este caso la recta· 7~ es marcad:i. 
Puc~ bien, sí .al lado A ,'B, tlel polígono M 1 esta puesto en concordancia 
el signo+ (es decir. la recta 11 es marcaa.in), entonces al lado A2B2 del 
polígono M, también eslli puesto en concordltll_cia el signo + (la recta !z 
tamhi~n es marcada}. be modo l;em~Jante se establece que si ni lado 
A 181 esla puesto en concordancia el signo - , entonces al lado A'1 B2 

tambien está puesto en concordancia el signo - . Finalmente, si al ll1do 
A 18 1 esta puesto en concordancia. el numero ccr<,>. lo mismo ttimbién tic~e 
lugar pa'ra el lado A 2 8 2 (el poligono .w 1 se obtiene del M 2 can ayuda 
del movimiento g- •. y si ál lado A¡B2• correspondiera el signo + o -, 
entonces d mismo signo corresponderia también al lado A 1 8 1~ Asi pue$, 
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Jos lados correspondientes <,le lo~ polígonos ,\.! 1 y M 2 se toman en las 
sumus algebraicas Jj(M 1) y Ji(M2) con iguales.cocfi<:ientcs, <le esta manera 
Jí (i\f 1) = J; (M 2~ 

· De fa aditi\'idad y .de la invariacion dcJ n(lmero Jí(M) se infiere 
{compárese el razonamient9 en .la pág. 36), que< si los p01ígonos M 1 y M 2 
son G-cquicompuestos . .1; (M 1) = Jí (~\if 2) . 

l:.xamJnemos ahora dos tnfmgulos rectlingulos isósceles iguales A 1 8 1C1 

y A282C2 dispuestos como está indicado en la fig. 45. Al h.ido l32 C-i del 
triimgµlo .4 28 2C'2 correspondei cl número cero¡ efectivamente. ht recta /', 
perpendicular a este lado. forma con 1 el ang_ulo 3/41t, mientras que el giro 
.ni angulo 3/41t n9 entra en el grupo G (ya que el' empleo cuadruplicado 
de este ~ro da el giro a! ángulo J¡¡, es dcc!_~ la sim~tri¡1 c;~ntral~ 

¡ 

Fig. 45 

Analogamcme. a cnda uno de los fados A1C,. ,B,C1 y A2C.1 cor.responde 
el nitmero cero. Por último, al l;ido A 28 2 corresponde el ·signo + . 
micn'tras que al lado A1B1• el signo - . Vemos, <¡ue Jí(A1B 1 C 1)~ 
;F. Jí(A~B2C2) (ya que uno de estos niimeros es positivo, y el otro. 
negativo). y, por ·esta ro.zon. los triángulos A1B1 C1 y A1B2C2 no son 
G-equicompuestos. Esto, sin embargo, co.ntrudice a las propiedades del 
grupo G. 

Lf:MA 14. El grupo G cmnlem: tod11!i /(IS simetrias C<'ntrales. 
Sea s la simetría central que pertenece al grupo G (lema 13}, 0 1• el 

centró de: esta. sim'etría, mieniras que O, un punto arbitrario en el plano. 
Sea, a contimiiición. g el movimiento que pcrtcne<:c al grupo G y que 
trastada el punto O al O 1 Qema 12). Entohces. el movimiento gsg- 1 

perteneciente al grupo (r; -como es fácil de ver, deja el punio O en su 
lugat y, por 19 tanto, representa de por si la simetría central con 
rápecto al punto O. De tal guisa, la simetrio central respecto del punto 
arbitrario O pertenece al grupo G. 

Para la demostrnc:ión ·del teorema queda ahora ·sólo señtllar que, 
de acuerdo con el lema 7, el grupo G contiene también todas las 
traslaciones paralelas. 



CAPÍTULO IT 

EQUICOMPOSlCIÓÑ DE POLIEDROS 

§ 5. TEO REMAS DE DEHN Y DE HADWIGER 

1. POLIEORos EQUCOMPL•ESTOS. En este capítulo examinaremos el 
problema acerca de la equicomposición y la equiadición para las 
figuras espaciales (par~ poliedros). Dos poliedros se llaman 
equicompuestos, si, al cortar de cierto modo uno de estos en un 
número finito de partes, se puede componer de éstas un segundo 
poliedro. 

Está claro que dos poliedros equicompuestos son equivalentes, 
es decir, tienen igual volumen. Naturalmente, surge la cuestión 
inversa: ¿son equicompuestos cualesquiera dos poliedros que tienen 
igual volumen '/ Con otras palahras, ¿es . válido en el espacio 
un teorema análogo al de Bolyai - Gerwien? Nosotros veremos 
posteriormente que es necesario dar una respuesta negativa. 

Ante todo intentemos comprender, que significa la respuesta. 
negativa a la cuestión planteada. ¡.Significa esto que ningunos dos 
poliedros, de igual volumen, son ·cquicompuestos? No, naturalmente. 
Está claro que poliedros equicompuestos existen. Por ejemplo, dos 
prismas rectos de igual altura e igual área de las bases son 
equicompuestos (fig. 46). Esto se desprende de fácil modo del 
teorema de Bolyai - Gerwien. (Más adelante, en Ja. pág. 66, será 

Fig. 46 
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demostrado que cualesquiera dós prismas equivalentes, rectos 
u oblicuos, son equicompuestos). ;, Y qué significa en este caso 
la respuesta negativa a la cuestión planteada? Significa que 110 

t.odns los poliedros~ que tienen igual volumen, son cquicompucstos. 
Hablando de otro modo, ciertos poliedros de. igual volumen son 
equícompucstos (por ejemplo, ·prismas). sin embargo. pueden hallarse 
también tales poliedros, q11c • tienen ig11al co/11me11, pern no so11 
equicompuestos, Por primera vc:z. e~te hecho .fue demostrado por 
el matemático alemán Dehn (1901). El estableció que el <;;ubo 
y la pirámide triangular regular (tetrnedro) de igual volumen no ~on 
equicompuestos. Nall!ralmente, se puede tan:ibién tiallar otros 
poliedros que tienen iguál volu·men, pero .no son equico¡npuestos. 

Este párrafo contiene la demostración del teorema de Dehn 
sobre la fal.ta de cquicomposición del cubo y el tetraedro regular. 
En la demostración se utilizan las ingenios:iS ideas que perlen~cen 
al geómetra suizo Hadwiger. 

~ Tt:ORl!MA oi:.11A1>W1GER Sean a.i. ri2, ••. , 0'.1c cualesquiera números 
reales. Díremos que estos números son depe11di1mtes, si se puede 
hallar tales números enteros 11¡, n2 , •• • • nk, que no todos se anulan, 
que tiene lugar la correlación 

(9) 

Llamaremos esta correlación (9) dependencia. Subrayemos una vez 
más qúe todos los números n.1> i12, ••• , nk se supone que son 
enteros (positivos, negativos o iguales a cero), además, entre éstos 
debe haber obligatoriamente números que difieren de cero. 

Entre los mismos números pueden existir diferentes dependen­
cias. Tomemos, por ejemplo, los números 

l, V2-t, 3VÍ+I, 2V'Í. 
Es fácil de comprobar, que entre estos números hay las siguientes 
dependencias: 

,- ,- ,-
2·J+t-(V2-1)+(-1)(3V2 + 1)+ 1-2v2=0. 

4 . 1 + 3 . (Vz - 1) + ( - l )(3 V2 + 1) + o . 2 VÍ = O, 

o . 1 + ( - 1 HV2 - 1) + ( - 1 )(3 Ví + 1) + 2 . 2 V2 = O. 

Advirtamos, que- dos números i11<:-0nme11~urables c:t. 1 y c:t2 (es 
decir, dos números diferentes de cero, cuya relación es irracional) 
no pueden ser dependientes. ~fectivamen~e, de Ja dependencia 

n1c:t.1 + n2C1.2 = O 
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se. desprendería que el cociente r:1.¡ia.i.. e~ igual a Ja relacion 
-112¡n1 de dos números enteros, es decir1 es raciopal. 

Ahora supongamos que a cada_ uno de los números a. 1, ix2, • • . 

. . . , f4 está puesto corresponc!ientem'cnte btr9 número mas: 
al número 111 tslÍI puesto correspondíeutemente el número f (:i1 ~ 
.. ,. «2 " .. •• .. ... f («-i~ 

.. .. f (a..) . 

Diremos que lqs números f.(ix1 ), f (i:t.1), .... , f (a..) forman Ja 
fu11ci6n ·a.<liti1x1 '!, que corresponde a los numeros .a 1• a 2, .... a.k> 
si éstos po.<¡een In propiedad siguiente: para cada dependencia 

11 1 ~ 1 + n2::i2 + ... + n tak 

que existe entre los nilnteros 0: 1; ix2, . . . , 'l~ tll 

dependencia también exisle entre los númer• • 
es decir, 

.~nte la misma 
1 (ix2) .. .. . f (ttk) .• 

11if (a., )+ 11z.{ (o:2) + .. . + nk[ (C11c)'"" O • 

.'Pero, en lo de111ás, los números f (a L~ f (a21 ... , f {a.) pueden 
ser cualc;squiera. 

T omemos¡ comb:ej.emplq, los nú.meros a 1 = l y ct2 = °0-Dado 
que. ·estos números ¡;on inconmensurables, entre éstos no existe 
niQguna depeñ~el)Ci!\. Por este motivo, tampoco !le exige ninguna 
dependenci~··entré los. números/(rt,) y f (et.z), es decir, para Qbten,c¡ 
una .función adití~·a se puede *oger los números f ( t) y f (\/ S) 
de modb comple\.1lmentc arbitrario. Sin embargo, si los números 
toma~os resultaran dependientes. los valores de .la funcion aditiva 
taml;iién están. ligndos por dependencias. 

Por último, sean 

a.¡, ~2• . • • • <Xk (10) 

11 Desde el pu.nto de vista. moderno tenemos una 
fl!11tib11, si a c<1da uno de los elemento.~ de cierto conjunto estli p11<;sto 
corréspondient):mente (sesún una -regla) cierto elemento de otro conjunto. 
De tal modo. poniendo correspondientemente a cada numero rc11l x el 
numero sen .'(, nosotros obtenemos una fun'ción (seno); a\ poner corres· 
pondicntcmc1,1te a cada número ,positivo cn¡cro su .divisqr máidmo 
sencillo. qbtcnembs una función; al poner correspondientemente a los 
números a 1, .. ., :Xt algunos otros números f (n ,), .... r (:xk). tamhi~n 
tenemos una ji1111:i/111. 
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todos los ángulos diedros interiores de cierto poliedro A, expresados 
en radianes, mientra$ que I 1, 12, •.• , lt, las longitudes de las aristas 
que corresponden a estos ángulos diedros (lig. 47). Si está elegida 
cierta función aditiva · 

f (a,). f (a2), ... , f (ttt) 

para los números (10), entonces la suma 

l i! (oc1) + lzf (a2) + ... + f,,f'(a'k) 

( 11) 

( 12) 

la designaremos por f (A) y la llamaremos invariante del poliedro A. 
El invariante f fA) depende no sólo de fa elección del propio 
poliedro A, sino también de la elección de la función aditiva (ll). 

Fig. 47 

Ahora podemos enunciár el siguiente interesante teorema. 
TEOREMA or;: HADWIGER. Sean dados dos poliedros A y B de ... igua/ 

volumen. Designemos por a 1, et2, • •• , a 1,, todos los lr11gulos diedros 
interiores del poliedro A, expresados cm radianes, y por 131 , 13 2 , ••• 

. . . , 13
9

, todos los imgt~lo,'> diedros interiores 1Jel poliedro B. A los 
números a 1, a2, ... , r1.p, P1t 132, .•. , Pq agregaremos, además, el 
número 1t. Si pílra el sistema de números o/Jtenidn 

rt, o:,! ª2· .... .(1.p, P.. a2 . .. .. aq (13) 

se puede escoger tal función aditiva 

J(rr).f(t:J.1). f (t:1.2) ..•. .f(ap),J(P1). f (P2), ...• .f (p4), (14) 

que se cumpla la correlación 

f(1t) =0. (15) 
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mientras que li>s inwriantes respectit>os de los polietlro!¡ .A y B no 
son igu_ales: ·-

f (A) ':f: .f (B), (16~ 

en este ca.~o los poliedros A y B no so11 eq11icompuestos. 
La demostración del teorema de Hadwiger será ·e.xamína9a 

posteriormente (pág. 54), pero ahora ·mostraremos, cómo 9e éste 
se desprende et teorema de Dehn sobre la falta de equicomposi­
ción del cubo y la pirámide rcgulat. 

~- TEOREMA oi: DF.llN. Ante tocio demostremos el lema siguiente, 
con ayuda del cual es fácil de establecer (a base del teorema 
de Hadwíger) la validez del teorema .de Dchn. 

UlMA is. Sea n un nümer.o entero, mayor que dos, mientras que <p, 
tal lmgu/o expresado en ra~ianes, t•uyo coseno es igual a 1/n, 
(e.~ decir, q> = arccos l /11~ Em.onces.. C!I número q> es inconmensurable 
con 1t, o sea, 1w existe ningunu dependencia 

11 1 ip+112rc=O (17) 

cm1 coeficiente.~ enteros 11 1 y n2 que difieren de cero. 
Efectuaremos .Ja demostración mediante et método «por re­

ducción al ab~utdo». Supongamos que tiene lugar la correlación (17), 
donde n 1 .,¡,O. Nosotros podemos. considerar que n1 >O (de otro 
mod9, en la .correlación (17) se podría cambíar los signos por los 
inversos). Yá que »1q> = -n27t es el múltiplo. numérico entero del 
ángulo n, entonces cos 11 1 q> es igual a + 1, o· bien - 1, es decir, 
es µn número. entero. Esta misma afirmación la reduciremos a una 
contradicción. Precisamente mostraremos que con ningún número 
entero k > O, el número cos Jcq> no es entero. 

A base del te.orema de aQición conocido oel curso de trigono­
metría, podemos escribir: 

cos (k + 1) <p = cos (k<p + cp) = cos kq> cos q> - sen kq> sen cp, 

cos (k - 1) <p = cos (kcp - <p) = cos kcp cos <p + ken kq> sen q>. 

Sumando estas dos igualdades, obtenemos: 

cos (k + 1) <p + cos (k - l) <p = 2 cos kq> cos' <p 

o bien 

2 
cos (k + 1) q> = -cos kq> - cos (k - 1) q> (18) 

n 

(dado que cos <p == 1/n). La parte posterior de la de!llostración 
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la realizaremos independientemente para Jos valores de 11 pares 
e impares. 

CASO 1. El número n es impar u. Mostremos (con ayuda del 
método de la inducción ·matemática completa). que en este caso 
cos kx se expresa mediante una fracción, cuyo denominador es 
igual a n\ en tanto que el numerado es recíprocamente sencillo 
con n; de aquí se desprenderá que el número cos kx para k > O 
no es entero. Para k = 1 y k = 2 esta afirmación se comprueba 
directamertte: 

1 
cosq> =~, 

11 

, 2 2 - n2 

cos 2<t> = 2 cos- tp - 1 = -2 - 1 = --2-
n n 

(el número 2 es recíprocamente .primo con 11, ·ya que n es impar). 
Supongamos,, que para todos los números 'l. 2, ... , k nuestra 
afirmación cst~ demostrad,a~ y. dcmosti'émosla para el número 
k + l. Dé acuerd9 con la suposición de la inducción tenemos: 

(/ b 
cos k<t> = "' cos(k - 1) <¡> = ~-. ll Ir • 

donde a y b son números recíprocamente primos con n. De aqui 
a hase de la igualdad ( 18) obtenemos: 

2 a b 2a - lm2 

cos (k +l)<t>=-;
11
k -p-= nu1 

Ya que el número a y el número 2 no tienen con 11 factores 
comunes, el· numerador 2a..,.. bn2 ~ recíprócamente primo con n. 
La inducCión· se cumple. 

CASO 2. El núl}'lero n es par, es decir, n = 2m. Con ello cos kcp se 
expresa mediante una fracción, cuyo denominador tiene el aspecto 
2mk, mientras que el · numerador es recíprocamente primo con m 
(lo que se demuestra según la inducción aqálogamente como en el 
caso 1). Por ~sta razón, para k > Q, al dividir el numerador entre 
el denominador, resulta un número no entero. 

TEOREMA DE DEllN. El cubo y e/ tetraedro regular, de igual 
volumen, no son equiw mpuestos. 

11 Solamente este caso (a saber, n '"' 3) se utiliza para 
1a demostración del teorema de Dehn. · 
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D!lMosTRM.'lóN. En la pirámide triangular regular ABCD bajemos 
del punto D la altura DE (fig. 48). El punto E es el centro del 
triángulo equilátero ABC, de esta. m¡mera el segmento AF, que 
pasa a través del punto E es una mediana. Por esto f es el punto 
medio de la arista BC, mientras que el segmento DF, la .mediana 
del tri;lngulo BCD. El segmento Ef compone una tercera pafte 
de la mediana AF o de la mediana DF, es decir, 

EF : DP = 1: 3. 

Con otras palabras, al designar por <(> el ángulo F del triángulo 
rectángulo DEF (es decir, el ángulo diedro del tetraedro ABCD), 
hallaremos: 

cos <p := 1/3. (19) 

Ahora utilicemos el teorema de Hadwiger. Cada ángulo diedro 
del cubo A es igual a 1t/2; el ángulo diedro del tetraedro regular B 

e 

Fig, 48 

lo hemos designado por <(>. Por esta razón los números (13), 
de. los que se trata en el teorema de Hadwiger, aquí serán los 
siguientes: 

1t, ní2 y cp. (20) 

Hallemos, qué dependencias existen entre esto~ números. Sea. que 
' 
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existe la dependencia 

n1n + n21t/2 + n3<p =O, 

donde n¡, n2 y 113 son números enteros. Entonces 

(2n 1 + 112) 1t + 2n3cp =O, 

(21) 

es decfr, obtenemos la dependencia entre los números 1t y <p. Pero 
tal dependencia con coeficientes ·no ~ulos no existe, ya que, 
a causa del lema 15, el ángulo cp es inconmensurable con 1t 

(véas~ (19)). Por esto 211 1 +112 d0, · 11 3 =-. Q, y la correlación (21) 
toma. el aspecto 

tl 17t + (- 2111) 1t/2 =o. (22) 

Otras dependencias entre Jos números (20)· no existen. f:{agamos:. 

f(rc)=f(n/2)=0, /(cp)= l. ' - (23) 

Esto nos da la función aditiva determinada para ¡los nút:heros (20). 
Efectivamente, para, toda ciependencia entre ios números (20), es 
decir, para la correlación (22), tenemos una dependencia análoga 
entre Jos números (23): 

nif (n) + (-2n 1) f (n/2) =O. 

Así pues1 hemos obtenido ~na Junción aditiva prefijada para 
los números (20) que .satisface también la correlación ( 15). Queda 
por establecer la correlación (16), y la falta de equicomposición 
def cubo y de Ja pirámide será demostrada. 

El cubo A tiene 12 aristas. Designemos la longitud de su 
arista por /. Entonces, el invariante .f (A) tiene para el cubo A 
el valor 

f (A) = 12lf (n/2) == 0 

(véase (23)). La longitud de la arista de la pirámide regular B 
la designaremos por m. Entonces, el invariante f (B) de la pirámide 
B tomará el aspecto 

f (B)"" 6mf (<t>) = 6m :FO 

(véase (23)). Por lo tanto, f (A) :¡: f (B), y por esta Tazón el cubo 
A y la pirámide B no son equicompuestos. El teorema de Dehn 
está demostrado. 

Queda por demostrar el teorema de Hadwiger. Pasemos a su 
demostración. · 
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4. DEMOSTRACIÓN Dlll, Tl!ORE.\iA DE HADWICER. 

LUMA '4. Sean 

ª•· ~. . . . . ª• 

'f t· Y2, · · ., 11 

números reales. mientras que 

.r (et..), J (q21 . . .. .f(~i 

(24) 

(25) -

(26) 

una función aditfoa para los números (24). Con ello se pÜede e/f!gir 
1 altts números 

(27) 

que los 11úmeros l26) y (27) formen una f1111ció11 adiliva para los 
números (24) y (25) tomudos c:o11ju11tami:nre. HabumJo de otro 11u1do, 
/e¡ función 11ditiv11 para los números (24) puede ser Cémpletada lwsta 
una fu11cüm acli tit'll para los nfoneros (24) y (25). 

Es surlcie11te examinar el caso, cuando para Jos números (24) 
se adicion~ sólo un púmero y (ya que los números-(25) no pueden 
ser adieionados de uña vez, sino uno tras otro). Pues bien, está 
prefijada la función aditiva (26) para los números (24) y, ademas, 
~stá. p1:efij¡¡do eJ número y. Debemos escoger tal número f (y),\ que 
el sistema ~e los números , 

f (a.,). f (a.2), ... 'f (~k). .r (y) (28) 

represente· de por sí una función aditiva pura los número~ 

(29) 

Examinaremos dos casos. 
Ct\SO 1. Entre Jos números (29) no existe ninguna élepcndencia 

11 1«1 + n2;x.2 + ... + "•ªk + ny: O, 

donde el coeficiente ñ para el número y seria diferente de cero. 
Con otras palabras, el número y no entra en ninguna dependencia. 
En este caso el número f M no está rela~i.onado con ningunas 
condiciones, es decir, por f (y) se puede tomar cualquier número 
real. 

CASO 2. Entre los números (29) hay una dependencia, en la cual 
entra el número y: . , 

n'1cr.1 + níci2 + ... + 11iia" + n'y ==O, n' '#O. (30) 
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l;:n este caso determinaremos el -número f (y) de la correlación 

n'if (a.i) + ní.f (a2) + ... + 11;. f (a.k) + 11'.f' (y)= O, (31) 

es decir, hacemos: 

. ( ) n'1 ( ) ní ( n~ j y = - 7 .r a., - 7 f a.1) - ... - 7.f (.:xkl· 

Mostremos que de tal modo obtendremos una función aditiva 
para los números (29). Sea 

(32) 

cualquiera depe_ndencia entre los números (29) (diferente de la 
dependencia (30) o coincidente con. ésta). De.bemos mostrar que 
esta misma dep~ndcncia también existe entre los números (28), 
es decir, que tiene lugar la correlación 

ntf (tt1) + 11if (a.2) + ... + 11kf (ri-k) +:iif (y) = O. (33) 

Demostremos esto. Multiplicamos la correiación (32) por n' 
y restamos de ésta la correlación (30) multiplicada por 11 : 

(11' 11 1 -:-- nn'¡ ) et1 + (n 'n 2 - .m1í) ::t2 + ... + (n'nk - 1111k) ::i.k =O. 

Obtenemos Ja dependencia entre los números (24), y ya que (26) 
es una función aditiva para estos numeros, tiene lugar la correla­
ción 

(11111¡ - nn'1 )! (oc1) + (n'nz ..... 11112)! (a.2) + ... + v 1'11k - nn~) f (a.k) =o. 
Al adicionar a esta proporción Ja igualdad (3 1), multiplicada 

por n, hallaremos: 

1t'i11 f (0:.1) + n'112f (a.2) + ... + n'nd (cxk) + n'ef (y) = O. 

Po( último, reduciendo esta igualdad en el número 11' .¡,. O, 
recibiremos (33). Por lo tanto, los números (28) nos dan una 
f\]nción aditiva. 

LF-MA 11. Sea A un poliedro dividido de modo arbitrurio en u11 

número j iniw de poliedros menores_ M1, M 21 • ,. , Mk. Designemos por 

CC¡_, CC;¡, ••• , ::1.p (34) 

todos los ángulos diedros del poliedro A, mienttos que por 

(35) 

todos los ángulas diedros de todos los poliedros M ¡, M 2, ... , M ,.. 
Agregamos además a los. números (34) y (35) el número 7t y supon.-



gamos que· paru el sistemc1 de 11ím1ero.s obtenido 
lt. 

' 
está prefijada la funciim adiiiue1 

Yz, · · · • 'Y, (36) 

/(n),f(<X1).f (a2), ... , / (r.tp),/(11),/(12), ... ,f(y,), (37) 

que satisface la condición 

!M =o. (38) 

Emonces, los invariantes f (A), f (M 1), f (M2), •• ., f(Mk) de los 
políedros a examinar se relacionan mediante la correlación 

f (A):::: f (Mi)+ f(M2) + ... + f (Mt)· (J9) 

1-'ig. 49 

Para la demostración examinaremos todos los segmentos que 
s9n las aristas de los poliedros A, M 1, M 2, • .... Mk. ·Marquemos 
en estos segmentos todos los puntos. que son los vértices de los 
poliedros A, M h Mi• . ..• M", así como todos los pµntos, en Jos 
cuales se íntersecan las aristas entre si. Con ello obtendremos 
un n\¡mero finito de segmentos menores. Los lla~aremos (según 
V. F. Kagan) eslabones. La fig. ,49 ilustra la división del cubo en 
poliedros; lá arista del cubo designada en esta figura por l i. consta 
de tres eslabones m1, m2 y m'J. En general, ca~a a rista de cada 
uno de los poliedros A, M" M 2, .. ., M k consta de upo o varios 
eslabones. Cada eslabón dél polieqro A (es decir, el eslabón que 
se encuentra en una de las aristas del poliedro A) también es ~! 
eslabón de uno o de varios poliedros M 1, M 2, ••• , Mk. Tomemos ' 
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cualquiera eslabón del poliedro A, y sea m su longitud, en tanto 
que tt. el angulo diedro respectivo del ,polied ro A. ,. Entonces, a. 
es uno de los números (34), y por esta razón, está determinado 
el púmero f (tt). ·El producto m · f (tt) lo ·iiamaremos peso del 
eslabón el!(aminado en ~I poliedro A. Precisamente así mismo se 
determinan Jos pesos de· los eslabones en los poliedros M 1, M 2, ••. 

. . . , Mk. Advittamos que un mism9 eslabón puede tener diferente 
peso en distintos poliedros que lindan cort este eslabón: los 
poliedros adyacentes pueden tene.r diferentes ángulos diedros en 
este eslabón. 

Ahora tomeQlos todos los eslab,ones del poliedro A. hallemos 
sus pesos en este poliedro y compongamos la suma de todos 
es!os pesos. 'Es fácil de ver, que esta suma es lgua.1 al invariante 
f (A) del polied'ro A. Efectivamente, examinemos la arista 11 del 
poliedro A y sea que consta, por ejemplo, dé tres eslabones, que 
tienen las longitudes m1, m2 y m3 (lig. 49). En est.e caso .a cada 
uno de los eslabones m1: m2 y _m3 corresponde en el poliedro A 
el mismo ángulo diedro a 0 a saber, ei ángulo diedro en la 
arista 11• Por ·está razón, la suma de los pesos de los eslabones 
1Jl1> m2 y m3 es igual a 

.mif {tt1) + mif (oc,1) + m:d(cx1) = {m1 + 1112 + m3) f (0:1) = l.J(ri.,). 

PrcCisamente ási mismo la suma .de los pesos de todos los 
eslabones, de los cua.les consta la arista 12 del poliedro A, es igual 
a lif (~2), etc. Por este motivo. lu suma de los pesos de todos 
los eslabones del poliedro A coincíc;le con fa suma (12), es decir, 
es 'igual al invariante f (A) d~l poliedro A. 

Absolutamente igual, el invariante de cada uno de los poliedros 
M ¡, M 2, . .. , M• es igual a lti suma de los pesos de todos sus 
eslabone!; {naturalmente, el peso .de cada eslabón se calcula en el 
poliedro examinado). 

Ahora es fücil de establecer la validez de la correlación (39). 
Para calcular la sum~. que se encuentra en el segundo miembro 
de esta correlación, es necesario tomar la suma. de los pesos 
de todos Jos ·eslabones por todos los poliedros M 1. M 2, • • • , Mk. 
Hallemos el coeficiente con que cierto eslabón m entra en esta 
·suma. Designemos todo's los. ángulos diedros de los poliedros 
M h M 2, . .• , Ml, que lindan con el eslabón m, por · 

"/¡, yj, .. . , y, 

'(estos valores se contienen entr~ lo$ números (35)). Entonces, el 
peso del ·eslabón examinado en el poliedro con 'el ángulo diedro 
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y, es igual a "lf (y,); su peso en el poliedro con el ángulo diedro 
'Yi es igual a mf (y1), etc. Por lo tanto, la suma de los pesos del 
eslabón m por todos los polie9ros M" M 2 , ••• , M k• lindantes 
con este eslabón, es igual a 

n¡f (y,)+ mf fo)+ ... + mf (y,). (40) 

Todos Jos cslab.ones pueden ser divididos en tres grupos. 
1) Los eslabones que enteramente (salvo, puede ser, los extremos) 

se disponen dentro qel poliedro A. Si m es tal eslapón y si cada 
uno de los poliedros M ¡, M 2, ••• , M~, que lindan con el segmento 
m, tiene este segmento como su. eslabón, entonces los ángulos 

a) ó) 

Fig. SO 

diedros de los poliedJ'l)S, adyacenles al eslabón m, forman con su 
suma un ángulo enten) (fig. 50, a; esta figura, así como también 
las figuras SO. b, 51, 52, , 1 y 52, b. i_lustran la sección del poliedro -A 
y de los poliedros, que lindan con el segmento m mediante el ·plano 
perpendicular al eslabón m; el mismo eslabón .m se muestrá en 
estas figuras por un punto R). De tal manera, con ello Y1 + 
+ Y1 + ... + y3 = 2n o 

Y;+ ·¡, + ... + Ys - 21t =O. 

Esto es una dependencia entre los números (36), y por esta razón 
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. tenemos: 

!("11) + f fr1) + .. -+ f (r.) - 2f (n) =O. 

De acuerdo con (38) obtenemos de aquí f (y,)+ f (r 1) + ... 
. . . + f (Ys) = O, y la expresión (40) se anula. 

Pero, si m es el eslabón que se ubica dentro del poliedro A, 
mientras que uno •l de los poliedros M 1> M 2, .. • , Mk, que linda 

R 

Fig, 51 

Tl 

a) b) 
Fig. 52 

1> Si dos po.liedros lindantes con el segmento m no 
tienen éste qomo su eslabón, es decir, si el segmento .. m· se encuentra 
dentro de .las aristas de dos poliedros adyacentes uno con el otro, sólo 
e~tos dos poliedros lindan con el segmento m, de maneta que éste no 
se encuentra ' en ning.una arista de -los· poliedros M h M 1, ... , Mk y por 
esto no es un eslabón. 
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con el segmento m, 110 tiene éste como s11 eslabón (es decir el segmento 
m se ubica 'dentro de la cara de uno de los poliedros 
M 1t M 2, .• ., M k), los ángulos diedros de los demás ·poliedros, 
adyacentes ál segmento m, ~orman en su suma un , ángulo 
(fig. 50, b}, es decir, 

Y; + Y1 + ... + y, = it. 
De aquí, como también anteriormente, se- desprende .que Ja expre­
sión (40) se anula. 

Por lo tanto. los eslabones dispu'cstos dentro del poliedro A 
se pueden no tomar en consideración (para éstos la suma <le los 
pesos es igual a. ceró), al calcu'Iar el segundo miembro de la 
igualdad (39). 

2) Los eslabones dispuestos en las caras del' poliedro A, pero 
no en sus aristas. En este caso 

'Y; + y J + ... +y,== 7t 

(fig. 51) y la expresión (40), como también en el caso anterior 
se anula. 

3) Queda por examinar los eslabones que se encuentran en las 
aristas del poli~dro A. Con ello la suma "i; + 'tí+ . .. + y. es igual 
o bí'en al ángulo diedro a de la arista respectiva: 

"f¡ +Y; + ··· · + 'Ys =a. 

(fig. 52, a). o bien, al ángulo a. - 1t (es decir, Y; + y1 + ... + y, = 
=a. - n; esto· puede ocasionarse, si !!1 ángulo '1. es obtuso, véase 
la fig. 52, b). 'En ambos casos tenemos: 

f (y;)+ f fo)+ ... + f (y.)= f (<t), 

y fa. expresión (40) l'.esulta igual a mf (o:), es decir, al peso del 
eslabón a cx;tminar en el poliedro A: Así pues, la suma que se 
encuentra en el segundo miembro de la correlación (39), es igual 
a. la suma de los pesos de ·todos los eslabones del poliedro A, 
es decir, es igual al invariante f (A). 

DEMOSTRAC1óN DEL TTiORE~" DE HADWJGER. Admitamos, que los 
poliedros A y B son equicompuestos, y sean M ¡, M 2, ... , M n 

tales poliedros, de los cuales se puede componer tanto A, .como B. 
To.dos los ángulos diedros interiores de todos los poliedros M l> 

M2, • •• , Mn lós designaremos por y1, y2, ••. , y,. De acuerdo con el 
lema 16 la función aditiva (14), prefijada para los núm(::ros (13), 
se puede completar por los números! (y1),f (y2), ... ,f (y,) de forma 
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que obtendremos la función aditiva para los números 

n, <X.i. <X2, • • ·, a1,, p., Pz, ·. ·. ~q• ·11, Y2. • • ·, y,. 

(Esta función aditiva, como antes, satisface la condición (1 5)). 
Ya que el poliedro A se compone de los poliedros Mh M 2, ••• , M., 
entonces {lema 17) el invariante f (A) tiene el valor 

f (A) = .f(M1) + f (Mi) + ... + f (M.). 

Mas el poliedro B también se compone de M 1, M 2, .•• , M., 
y por esto 

/ (B) = f (M1) + f (M2) + ... + f (Mn)· 

be tal modo,f (A) = f (B), lo. que contradice a la cor~elación (16). 
Así, vemos que Ja suposición sobre fa equicomposiciQn de fo~ 
poliedros A y B conduce a una· contradicción. 

s. POLIEDROS ·n-DlMENStONALES ¡>ara el lector ·que conoce la nocíón 
del espacio 11-dimensional se puede añadir lo siguiente. Sea M cierto 
poliedro 11-dimensional, .mientras que L, su cara (n - ;!)-dimensional. 
Entonces, existen exactamente dos caras (11 - !)-dimensionales, que lindan 
con Ja cara L del poliedro M; designemos éstas por A y B. !;:! ángulo 
entre las caras A y B se llama ángµ}o diedro adyacente a la cara L. 
Este se mide por SI) ángillo limu1l, es decir; el ángulo formado por dos 
perpendiculares a Ja cara L, una de é.stas pasa por la cara A, y Ja otra, 
por la cara B. 

Sí. L 1, •• • , Lk són todas las caras (n - 2)-dímcnsionales del poliedro 
11-dimensional M, lr. . .. , .1,, sus volumc.ncs (11 - 2)-diinensionales, en tanto 
que :xr. ... , rito los ángulos diedros del .poliedro 'M en C$tas éaras, 
entonces, utilizando la función aditiva (11) para los números a., ... , ª• 
(véase ·1a pág. 49), podemos determinar la suma (12), que ac9rdamos 
llamar invari1111te del poliedro ·M. Con esta determinación del invariante 
el teorema de ¡.Iadwiger (pág. 49) queda válido (conj11111amente con la 
demostración) también para los polícdr()s n·dirnensionales. 

El teorema de Dehn se generali'la tambien con facilidad. La pirámide 
11-dimensional regular (siinplex) tiene Jos ángulos tlicdros iguales a arccos 
l jn (es fácil cerciorarse de esto por inducción con ayuda de los razona­
mientos que son por completo análogos a los aducidos en las págs. 51. .. 52). 
De esto y del lema 15 se desprende, que para n ~ 3 la pirámide regular 
y el cubo de igual vol11me11 no son equicompuestos {véanse Jos razonamientos 
en las págs. 53 .. '54). 
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§ 6. ACERCA DE LOS MÉTODOS PARA 
CALCULAR Vól..ÚMENES 

1. soeRt EL MÉTOOO oe 1..iMITES. Recordemos cómo act~mos para 
calcular las ár~s de las figuras planas. Después dé establecer 
la fórmula para el área del ~ectángulo, el cálculo de los áreas 
de otros polígonos se efectúa mediante sencillos procedi.mientos: 
método de d ivisión o método de adiéión. El método de· limites 
se aplica en pJ.animetría solamente para calcular las áreas de las 
figuras curvilíneas. 

'Durante el cálculo de Jos volúmenes de las figuras espaciales 
algunas veces se usa también el método de divisióQ (o de adición). 
Por ejemplo, para demostrar el teorema acerca de que el volumen 

A 

fo'ig.- 53 Fig. 54 

del prisma oblicuo es igual al producto del área · de la sección 
perpendicular por la longitud de l~ arista lateral, se emplea el 
m~todo de división (fig. 53) o el de adición (lig. 54). Hablando 
de otro modo, todo prisma oblicuo es equicompuesto (y equiadi­
cionado) con el prisma rect9; cuya arista lateral tiene tambié·n 
la misma longitud:• que Ja del prisma oblicuo, y su base es la 
sección perpendicular de dicho prisma. Dado t}ue, a su vez, todo 
prisma recto es equicomp.uesto (y equiadicionado) con el parale­
lepípedo rectángulo, obtenemos tal teorema: todo prisma oblicuo 
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es equicompuesto (y equíadícionado) con el paralelepípedo rectángulo 
del mismo volumen. .Por lo tanto, para calcular el volumen de 
cualquier prisma (recto u oblicuo) se pued~ también emplear con 
éxitó el método de división o el de adición. 

Sin embargo,. al éalcular el volumen de la pirámide no se usa 
el método de división, ni el de adición. Para este fin se utiliza 
el métoqo de límites: se examinan cu~rpos escalonados muy 
complicados (fig. 55) y, luego, se pasa al límite con ~I número 
creciente indefinidamente de escalones («escalera diabólica»). ¡,De 
qué se trata? ¿Es posible, que esto se explique solamente por el 
hecho de qu~ hasta la fecha los matemáticos «no tuvieron la 
buena suerte» de ballar la ·simple deduccióó de la fórmula del 
volumen de 1a: pirámide medÍánte el métodó. de di.visión o eJ de 
adición? Resulta que esto no es .así: lo$. métodos de Clivisión 
y de adición, en general, son impotentes para establecer· la fórmula 

Fig. 55 Fig. 56 

del volumen de la pirámide. Para deducir esta fórmula es necesurio 
emplear un mé.todo más complicado (método de limites). 

Para cerciorarse de esto, recordemos ·en breve cómo habitual­
mente se calcula el volumen de Ja pirámide. Sea ABCD una 
pirámide triangular. Construyamos el. prisma triangular (oblicuo) 
ABCDEF con la base ABC y la arista lateral AD (fig. 56). Este 
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prisma puede ser dividido en tres pirámjdcs triangulares ABCD; 
BCDE y CDEF (fig. 57), las cuales designaremos para brevedad 
por M., M 2 y M 3: ~s fácil de establecer que cada dos pirámides 
de las Mi. M 2 y M3 tienen iguales bases e iguales alturas. 
De tal manera, «queda» por demostrar, que las dos pirámides 
de iguales bases e iguales alturas son equivalentes. Preci$amente 
esta proposición se demuestra con ~yuda del método de límit~. 
Mostremos, que con ayuda del' método de división es imposi.Ple 
demostrar este hecho. Para ello demostraremos, que. existen dos 
tales pirámides de iguales bases e iguales alturas,· ~ue tienen (pará 
cierta elección de la función aditiva) distintos invat iantes; entonces 
del teorema de Hadwiger se desprcndera que estas pirámides no 
son equicompuestas. • 

Fig. 57 

Dirijamos de nuevo a las figs.. 56 y 57 y supongamos, que 
la pirámide M 1 (es decir, ·1a pirámide ABCD, con cuya ayuda 
fue construido el -prisma ABCDEF) es regular. Conforme al lema t6· 
Ja función aditiva (23) puede ser extendida a la función aditiva 
prefijada para todos los ángulos. diedros de las -pirámides Mi. M 2, 

M 3 y del prisma ABCDEF, Entonces, obtendremos (lema 17) 
que la suma f (M 1) + f (M 2) + f (M 3) es igual al invarian'te del 
prisma ABCDEF. Ya que este. prisma. es equicompuesto con el 
paralelepípedo rectángulo (que tiene todos sus ~gulos diedros 
iguales a rr/2), el invariante de este prisma es igyal a cero. 
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Por lo tanto, 

(41) 

Ya sabernos, que para la pirámide regular M 1 el invariante f (M 1} 

difiere del cero. Por esta razón; las ígualdades 

.f(M1)= .f(M2) = f (M3) 

no pueden cumplirse (esto contradeciría a la correlación (4:1)). 
Oc este modo, entre las pirámides M 1> M 2 y . .M 3 se encontrarán 
dos tales, cuyos invariantes no son iguales y la:s cuales, por 
consiguiente, no son cquicompuestas (e11 \lirt.ud del teorema de 
Hadwigcr). Así pues, queda d~mostrado qu~ existen dos pirámides 
de iguales bases e iguales alturas, y que no s.on equicompuestas. 

· Ahora está claro que el método de división ·no puede emplearse 
para calcular el volumen de la pirámide. ¡;Y cómo va el asunto 
.con el método de adición? Su inaplicabilidad se demuestra con 
la misma sencillez a base· de la siguiente proposicion· 1l. 

TEOREMA. Al «umplir.w: las condidone'.~ del teorema 1/e Hcidwiger, 
los poliedros A y B no so11 eq11íadiciom1dos. 

oeMOSTRAClóN. Admiiamos lo contrario: mecfümte ciertos poliedros 
M ¡, M 2, , . • : ·M. se puede adicionar tanto A, como también B 
hasta el mismo políedro C. Oe acuerdo con el lema 16 los 
números (14) pu~en ser adicionados hasta la función aditiva 
prefijada para todos los ángulos diedros de todos los poliedros 
M" M 2 , . • • , M •• ' C. Conforme· al lema 17 obtendremos: 

f (C) = f (A) + f (M1) + .f (M2) + ... + f(Mn), 
f (C) = f (B) + f(M 1)+ f(M2) + , .. + f(M,,). 

Pero estas igualdades co~tradicen a la co.rrelación ( 16). Por lo 
tanto, los poliedros A y B no pueden ser equiadicionados. 

Del teorema demostrado se infiere que la pirámide triángula 
regular y el cubo no solamente no son equicompuestos, sino que 
tampoco son equiadicíonados. Tampoco son equiadicíonadas las 
dos- pirámides de:iguales .base.~ e iguales alturas, y cuyos invariantes 
no coinciden. Dado que la existencia de dos tales pirámides fue 
demostrada anteriormente, está daro, que el método de adición 
también es inaplicable para calcular el volumen de la píramíde. 

t) La inaplicabil.idad del método de adición se deriva 
también del teorema, más general, tle Sydler, que se demuestra a continua­
ción. 



66 

2. EQUIVALF~"KIA DE LOS METOOOS DE DIVISIÓN Y DE ADICIÓN. En el· 
capí tulo anterior hemos visto, que Ja equicomposición significa · 
para Jos poliedros· planos lo mismo que Ja equiadición, es decir, 
Jos metodos de división y de adición ~n ·este caso son equivalentes. 
La demostración de este hecho, ac!ucida en el capitul9. anterior, 
sustancialmente se basaba "en el teorema de Bolyai-Gerwien 
acerca de la cquicomposición. de cualesquiera dos polígonos­
equivalentcs. Ya sabemos. que pa.ra los pofü.'dros de la igualdad 
de los volúmenes no se desprende la equicomposición, ni la equiadi­
ción de los poliedros examinados. Por esto, mediante razona­
mienlos, semejantes a los que fueron aducidos en el capitulo 
anterior, es imposible establecer · si son equivalentes los métodos 
de división y de adición para los poliedros. A la cuestión sobre 
la equivalencia de eslos métodos conte$ta afirmativamente el 
teorema siguiente. 

'TEOREMA oi: SYl)l.ER Dos poliedros son equiadidonados, cuando 
y sMo cuando éstos son equicompue.wos. 

Pasemos a la demostración de este teorema. 
LEMA 18. Si los pnliedr"s A y 1J son vquicompuesros, ésros so11 equlmll· 

<'icm11do.~. 
Efectil1amente, se:iñ M 1• M 2, •.. , M1 tale.~ poliedros, de los cuales 

se puéde componer tanto A·, como B. Seguidamente, sea M un poliedro· 
q'ue contiene dentro lás figuras A y B .• mientr~s que. M0, una parle 
del poliedro M no ocupada- por las figuras A y S: Es íácil de ver qu~ 
con la.s.figuras M0,!rfi. M 2, .. . , Mt se puede adicionar tanto A, corno B 
hasta el mismo poliedro M. En efecto, al llenar el polieµro A con las 
Ílguras Mi. M 2, •• ., M4, hallaremos que las figuras .M 0 , Mi. M 2 , .. . , Mk 
ocupan todo el poliedro M, salvo el poliedro B. es decir, estas figuras 
adicio1111n 8 hasta el poliedro M. Pero, al llenar el poliedro B con las 
figuras M 1, M 2, •• • , M 1, hallaremos que se puede adicionar A hasta· el 
poliedro M con las figuras M º" M 1; M 1, .. . , M 1• Por lo tanto, A y B 
son cquiadicionados. 

Indiquemos, que lá figura M0 es el poliedro M , dentro del cual hay 
dos «vacíos» en forma de los p'oliedros A y B. Si el lector no se siente 
propenso a considerar tal figura como un «poliedrq>), entonces, pata 
conclui.r la demostración se tiene que «cortar» la figura M 0 en varios 
poliedros que no tengan dentro «vacíos». (Es suficien_lc trazar un pla¡¡_o 
que interseca ambos poliedros A' y B; éste cortará la figura M0 en partes 
que nó contienen «vacíos»). 

LF.MA t9. Cualesquiera do.~ prismas eq11iv1.1le11tcs son equicompuestos. 
Notemo~. ante todo, que si las bases de dos prismas tienen iguales 

áreas y están dispuestas en planos paralelos, mientras que las generatrices 
de estos prismas son iguales y paralelas (fig. 58}, tales prismas son 
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cquicompucstos (ya que según el teorema. de Bolyai - Gerwien sus bases 
~oi;i. equicompuestas~ 

De esta nota se desprende que Lodo pr.ism_a es cquícompuesto con 
cierto paralelepípedo (hablando en .general, oblicuo). 

A continuación, cualquier paralelepípedo oblicuq es equicompuesto con 
el recto_ Efectivamente, sea p el plano de la base del paralelepípedo 
oblicuo P, A, un puoto de este plano. AB, un ~\!gmcnto que es igual 
}' paralelo a la arista lacera) del paralelepípedo P. Sea luego I la 
proyección de · la recta A B en el plano: p, en tanto que m, una recta 
trazada en el plano p perpendicularmente a 1 y que pasa a través del 
punto A·. (fig. 59~ Elijamos en las reétas I y nl tales puntos C y D, 
que el rectangulo de lados :AC .y AD será equiv(!lente a la base .del 
paralelepípedo P, y en este rectán~l.o, como en una base, construyamós 

Fig. 58 

Fig. 59 
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el paralelepípedo Q con la arist.a lateral AB. Entonces, .los paralelepípedos 
. P y Q son ec¡uicompuestos (en virtud de la nota ~echa anteriormente). 

Al tomar ahora el paralelogramo ·de lados AB y AC por la base del 
paralelepípedo Q, y AD,. por su Qrista lateral, veremos que el paralelepípedo 
Q es recto (AD l AB, AD .L AC). 

Sea K un cubo equivalente al paralelepípedo Q, y «, la longitud de su 
arista. Al sustituir la ·.base del paralelepípedo Q por un rectángulo 
equivalente de lado a, recibiremos un paralelepípedo .rectangular, · una 
ariste del cual es igual a a, equicompuesto. con Q. Al tomar esta arista 
del paralelepípedo rectanguto por la altura y, sustituyendo su base por el 
cuadrado equivalente, obtendremos el cubo K. 

Así pues, lodo prisma es equk:or(lpuesto con et cubo ~uivalenle con 
éste, y, por ~1a razón, dos prismas equiv-.ilentes son equicompuestos 
entre sí. 

Antes de pasar a Ja enunciación de los lemas siguientes, tomemos 
algunas designaciones. Sean A y 8 dos poliedros que no tienen· puntos 
interiores comunes. Por A + B designaremos un~ parte del espacio 
(poliedro). ocupada· .por los poliedros A y B. De modo semejante se 
detcrminu también Ja «suma» de v(:lrios poli~dros. En particular, si' el 
poliedro A está dlvid.ido en los poliedr9s que lo compopen M., M 2, , •• 

. . . , Ma e11 tonces escribiremos: A,.. M 1 + M 2 + .. . + M1• A continuación, 
si están dados n poliedros M.i. M 2, • •• , M~, cada uno de los cuales 
es igual al poliedro M, entol)ces en lugar de la suma M 1 + M 2 + ... + M. 
también escribiremos n."1. El poliedro semejan te al ·poliedro M con la 
razón de semejanza. A, lo designaremos por M°'>. Finalmente, por el signo 
N acordemos designa r Ja equicomposición de los poliedros: Ja inscripción 
A N 8 s ignificará que i<>s poliedros A y B son equicompuestos. 

LEMA 20. Sea.11· Pi. P 2, • •• , Pl los prismas qjie no tienen puntos interioreI 
comunes, en wmo que P, es un prisma equh·alcnte c1 5u suma. Emonces, 
P1 + 1'2+ ... +P110> P. 

Para la demostración sustituyamos los P.rismas Pi. P2, • •• , P1 por 
los ·páralelcpipcdos rectangulares n l> n1 . ... , n. equivalentes a éstos y de 

Fíg. 60 
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iguales bases, y, después, Jos componemos en forma de uni\ «pila», 
poniéndolos uno sobre el otro por las bases iguales (fig. 60~ En conse­
cuencia obtendremos el pacale.lepípcdo n equivalente, evidentemente, al 
prisma P de manera que (véase el lema 19) 

P, + P1 + ... + pk .::-.;n, + n 1 + ... + n~NfiNP. 
LEMA 21. Sea M un poliedro Llrbitrario, mientras q11e n, 11n -número 

natural, Entonces, Afl•J •'.'\.;' p: + nM, donde P., e.~ cierta pr(sma. 
Demostremos este lema, suponiendo inicialmente que Mes una pirámid.e 

triahgular. En este caso A!f<•> también .es una pirámid<; triangular, además, 
su altura es n veces mayor que la nkura de la pirámide M. Dividamos 
,Ja altur.a de la pírá1:nide Ml.nl en n partes iguale~ y n través de los 
puntos de. divísión tracemos plano$ paralelos a. la base. Ei:t este ¡;nso 
la piran:iide M1•> se dividirá en n (<capas», fo ~upe~iQr de tas cuaJes 
es una pirámide .igu~I a M (fig. 61~ Examinemos cualquier capa diferente 
de la superior. Este será. una pirámide truncada; sus bases ióférior 

Fig. 61 

y superior las designaremos por ABC y A 18 1C 1• Tracemos a· traves del 
lado A18 1 de la bnse superior un plano paralelo a la arista CC'1 

(fig. 62). Dicho plano C<?rtara la base inferior ¡:¡or el segmento A2 B2, 

dividiendo la pirámide truncada en dos partes: el prisma A2B2CA 1B1C1 
y el poliedro AA ,A2BB1B2• Ahora tracemos a través de la arista A1Á 2 

un plano paralelo a la cara .BB1B2. del último poliedro. Con ello, éste 
se dividirá en dos partes: el prisma A1A 2A3 8 1B2 8 y l~ pirámide AA 1AiA3 

igual. lo que es fácil de ver, a la pirámide .Af (ya que ésta es semejante 
a la pirámide M y tiene la misma altura). Pues bien, cada capa, saNo 
lii- superior, se puede dividir en una pirámide, que es igual a M, y en dos 
prismas. T oda la pirámide Af<•> está compuesta de n .Pirámides, que son 
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iguales a M, y de una serie de prismas. Estos pueden ser sustítuidós, 
en virtud del lema 20, por un prisma P. y obtendremos: 

M4">rv P + 11M, 

es decir, en el caso, si M es una pirámide triangular, el lema es válido. 
Ahora sea ,.,,, un poliedro arbitrario. Si éste es no convexo, entonces, 

al trazar todos los planos, en los cuales yacen sus caras, lo partiremos 
en número finito de poliedros convexos. Luego, cada poliedro convexo 
puede ser dívidido en pirámides (poligonales): para esto es suficiente, 
tomando dentro del poliedro el punto O, examinar todas las pirámides 
que tienen el punto O como su vértice común, en tanto que las caras 
del poliedro, sus bases (fig. 63). Por últ imo, cada pirámide polígona 
puede ser dividida en varias piramides triangulares (fig. 64). De este modo, 
todo poliedro puede ser dividido en un número finito de pirámides 
triangulares. Sea que 

(42) 

Ja división del poliedro M en pirámides triangulares. Al aumentar todas 

e 

B 

Fig. 62 

estas figuras semejantemente 11 veces, obtendremos.: 

MN = rr1 + Tri + ... + T~"1• 

De acuerdo con lo demostrado anterformente, tenemos; 

Tt >"' P1 +11T1, T}"1~P2 + nT2 , • • • , T~·>.~ Pt + 11Tv 

donde P 11 P 2, • • • , P, son ciertos prísmas. Por lo tanto, 

M<"1N(P1 + Pz + . .. + P~) + (nT, + 111'¡ + .. . + 111;.)~ P + nM; 

aquí la suma de los prismas P1 + P2 + ... + P• está sustituida por un 
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prisma (lema 20), mientras que de las pirámides T1t T2 , • •• , T,., cada una 
de las cuales se toma. en /1 ejemplares, se compone, en virtud de (42), 
11 ejemplares del poliedro M . El lema queda demoslrado . 

. Lf..MA 22. Si dos poliedros .~cm equiadicionudC111, ímo11 sm1 equicompuesros. 
Durante Ja dcmQ~tración, el volumen de cierto poliedro M lo 

designaremos por V(M). Sean A y B poliedros. equiadicionados. Entonces, 
existen dos poliedros C y .D, 1;1ue son equicompuestos en1re si y que 
acjicionan A y B hasta una misma figura: 

A + e = 8 + D. e""' D. (43) 

Sea C, un cuho, en el interior del cual ~e puede colocar el poliedro C, 

micntrJs que n, un número entero, mayor que VI + V((Ci). Entonces, 
- V A) 

11
1 > 1 + ~f~j o 11 2 V{A) > V(A) + V(C1). Multiplicando ambos miem· 

bros de esta pr<morcion por n, y, señalando que fl3 V(A ) es el volumen 

f.'ig. 63 

del poiicdro A<•>, podemos escril;>ir: 

V(AC.l) ;5.. nV(A) + nV(C1). (44) 

Además, de acuerdo con el lema 21, podemos escribir: 

A(•IN P+nA, B'~lN Q + nB, ,(45.) 

dond.e P y Q son ciertos prismas; la primera de estas proporCiones· nos 
da V (Al•>) = V (P) + 11 V (A). pe esta igualdad y de (44) se infiere que 
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V(P) > nV(C1)i es .decir, c.I volun:ien ·del prisma P es por lo menos n 
. veces mayor que el volumen del cubo C1• Con ello, de acuerdo con el 
lema 20, podemos considerar que p. es un parnlelcpípcdo rectangular 
con la misma ba~-e que el cubo C1• Entonces, la altura"c~cl paralelepípedo 
P es ·por lo menos 11 veces mayoi: que la altura del cubo C1• de forma 
que en el interior de P se pued~ colocar 11 cubo~ igu¡¡les a C,, y tanto 
más en el ·interior de P se puede dísponer n poliedros .iguales a C. 
Asi pues, ubiquemos dentro de P la figura nC; la. parte restante del 
paralelepípedo P (no ocupada por la figura n(:) la designaremos por T: 

P = T+ )1C. (46) 

A continuación, los prismas P y Q son equivalentes (ya que V(A) = V (B), 

Fig¡ 64 

V(Alnl) = V(Bl•>), y por- esta razón; en virtud de (45), tenemos que 
V(P) = V(Q)) y,. por ·consiguiente, son equicompuestos' (lema 19)): 

P N Q. (47) 

Comparando las correlaciones (43) y (45) •. • (47), hallamos: 

Al->r.v P + nA = T + nC + nA =Ti- n (A+ C)N T + n (B + D) = 
= T + trB + nD "-' T + nB + nC = 

= (T+ nC) + n8N P + nB~Q + 118 N s<"I. 
De. este modo, los poliedros A(•l y B!•> son equicompuestos, es decir, 
se pueden dividir en partes iguales respéciiyamente. Al disminuir de modo 
semejante n veces Jos poliedro~ AC•> y B(/1 1, ~sí como las partes, en las 
cu.ales éstos están divididos, hallaremos que Jos poliedros A y B ·también 
son .equicompucstps. El' lema queda demost rado. 

queda por indicar, que el teorema de Sydler, enunciado anteriormente, 
se desprende directamente de los lemas 1~ y 22. 



COMPLEMENTOS 

J. CONDICIÓN NECESARIA Y SUFICIENTE DE EQUICOMl'OSJ CIÓN l)Jj, LOS 
POLIEDROS, Aduzcamos (sin demostraciones) la condición de cquicomposi· 
cí!>n dada en uña de, las obras de Hadwiger. Supongamos, que a cada 
poliedro A se ha puesto correspondientemente cierto numero x.. (A), además 
han sido cumplidas las siguientes condiciones: . 

1) a los poliedros iguales A y B corresponden los números iguales 
x. (A) = X (B) (condición de invaríación); 

2) si el poliedro A esta dividido en varios .poliedros M 11 M 2, •.• , M b 

tiene lu~ar la igualdad 

X.(A) =X (M ¡) + X (lvt2) + ... +X (M.) 

(condición de aditividad);-
3) si A<~> es un poliedro semejante al poliedro A con la razón de 

semejanza .A, entonces· x (A(lJ = A.· X: (A) _(condición de linealidad). 
Con estas condiciones se dice que está prefijado el invar iume aditioo 

lineal x. Tiene lugar el seguiente 
TEOREMA. Para la equicomposicióll de los poliedros A y B es necesaria 

y .rnjiciente que $ US volumenes sea11 iguales y, ademlt5, que para toil1> 
f11variante adit ivo lineal r. sea cumplidn lq igualdad r._(Á) = 'f. (8). 

Hablando de otro modo, sí los poliedros equivalentes A y B no son 
equicompuestós, existe tul inv<iriante aditivo lineal "J.., para el cual 
X (A) ;é X (B). lndiguemos, -que en virtud del teorema de Sydler demo5trado 
anteriormente, esta condídón también es necesaria y suficiente para la 
equiadíción de los poliedros A 'j B. 

Es Interesante comparar esta condición con la enunciación del teorema 
de Hadwiger que fue demostrado anteriormente (pág. 49). En aquel caso 
también fue construido cíerto invariante f (A). A tos poliedros iguales A 
y B correspondieron ·valores iguales del invariante: f (A)= f (8). Este 
invariante fue aditiw (lema 17.). Est_e también íue línetrl (ya que todas las 
aristas del poliedro Ao.> ·son :J.. veces mayores que las aristas del poliedro 
A, mientras que sus ángulos died ros, iguales, de forma que de la 
definición del invariante f en la pág. 49 se desprende la igualdad 
f (Ao.> = A. · f (A)). Sin embargo, el invariante f, de cualquier modo, 
difiere de los invariantes, sobre los cuales se habla en el teorema 
enunciado anteriomente : el invariante f no está determinado para todos 
los poliedros. Este fue determinado solamente para dos poliedros, sobre 
los cuales se t rataba en el teorema de Hadwiger, pero cuando encontramos 
nuevos poliedros (en el lema 11),· adicionalmente detenníaamos el valor 
del invariante /para éstos. 

Es menester señalar que la existencia de los invariantes aditivos 
lineales, determinados a la vez. para todos los poliedros, se demuestra 
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en esencia de forma 110 elemental. Para construir tales invariantes 11 (a:si 
como tambi~n para la demostración del teorema formulado en este 
apartado) se empl~ la llamada inducción transfinita, la ñocion de la cµal 
sobrepasa mucho .los limites de e.ste pequeño líbro. · 

2. G·EOU!COMl'OSIClOl'l DE J,OS POLIEDRO~ Análogamente al caso de los. 
polígonos se puede hablar de la G-equirnmposi<;ión de los poliedros. 
donde G es cierto grupo de movimientos (se sobreentiende,"aquí se tienen· 
en cuenta los movímientos de las figuras espaciales, en particular, Jos 
poliédros). Designemos por T el grupo que consta de todµs la~ tras!aci1;mcs 
paralelas (en el espacio). En este cas9 se pu~de hablar de si serán o no 
los dos poliedros prefijados T-equicompµestos. Notemos el siguiente 
interesante teorema, que también pertenece a Hadwigcr. · 

TEOREMA. Al objeto de que el poliedro convexo sea' T-equicompue~·to 
con el cubu, es necesario }' suficiente que cmla u11t1 de .m8 wras sea 
un poliedro de simetría cenera/ 21, 

De aquí se deriva que dos poliedros equivalentes, cada uno de !Os 
cuales tiene caras de simetría cent.ra!, son T-equicompuestos entre sí. 
En panicuhtr, ~¡ hay dos poliedros iguales con caras de simetría central, 
entonces, como quiera que sean éstos girados uno con respecto. al ot¡;o, 
siempre serán T-e<¡uicompuestos. 

A Ja par con ios .poliedros ·{;.equic·ompucstos se puede examinar los 
poliedros G-cquiad!cionados (G es el grupo de movimientos). Si el grupo G 
contiene ·todas las traslaciones paralelas (ésie puede, salvo las traslaciones, 
también contener otros inovímicntos}, los dos polil.'dros son G-equiadicimui­
dos, cua11d9 y sólo c111111dq íistos son G-equicompuestus. La demostración 

"'"de este teorem11 {que es válido también en el espacio 1i.dimensional) 
se alcanza sólo por medio de ·ia complicación insignificante de la 
d~mostración del teorema de Sydlcr, que ya se había aducido antes. 

11 Exi~te solamente un invariante, cuya const~ucción 
es elem.ental: es1e es el invariante igual a cero para ¡-ada poliedro A. 
Sin embargo, él examen de este invariante no ücnc contenido. 

11 De las obras del geómetra· soviético A. D. Aiexán­
drov se infiere, que el poliedro que posee esta propiedad, es de simetría 
central. · 



A NUESTROS LECTORES: 

«Mir» edita libros sov1et1cos traducidos al espa.ñol, inglés, francés, 
árabe y otros idiomas extranjeros. Entre. ellos figuran 11:1s mejores obras 
de las distintas ritmas de la ciencia y la técnica : manuales ·pa~a fos 
centro~ · de enseñanza superior y escuelas tecnológicas. literatura sobre 
ciencias naturáles y médicas. También se índuycn monogralias, libros 
de di:;ulgación .científica y ciencia· rícción. Dirijan sús opiniones a la 
Editorial «Mir». 1 Rizhski per., 2, 129820, Moscú, 1·110, GSP, URSS. 



Goloviná 'L., Ya~Jom l. 

fNDOCCIÓ!'J EN LA GEOMETRlA 

Este libro, dirigido a. los alumnos de "grados superiores, profesores 
de matematicas y estudiantes de lf!S f~cultades de física y matemática 
de los institutos de pedagogía, tiene puntos éle col)lacto con el libro 
"Método de inducción m;itemática" de l. So!:lli.nsk:i (Editorial Mir, 1974) 
y puede ser considerado, como su COI!tir~uaci\¡n; será. de 'interés especial 
para tos que conoc~n ya el libro Je i. Sominski. 

Contiene 37 ejemplos seguidos de la solución detallada y 4() problemas 
acompañado$ de breves indicaciones. Está dedicado a éljversas aplicaciones 
del método de inducción matemática ·para Ja solución de problemas 
geométricos. A nuestro parecer, lo más importante en él .son los distintos 
aspectos del método· de inducción matemática; algunos (no togos, por 
supuesto} ejemplos y problemas pueden tambien representar interés por 
si mismos. 

El texto puede utilizarse en el trabajo del circulo !T\atemático de 111 
escuela secundaria, así como en forma autodidacta. 



Markushévich A. 

AREAS Y LOGARITMOS 

. Este trabajo del Doctor en .Ciencias Fisicomate1¡1áticas. A. Marku­
shl:vich, fue enunciado primeramente en la Universi.dad de Moscú ante 
los alumnos de grados superiores de las escuelas sec\lndarias. 

En la obra se c,:<pone Ja teoría ,geométrica de 1.os. logaritmos en la que 
los últimos apareeen· como ciertas áreas. Las propieda'des dt) logarí~fIIOS 
se obtienen del análisi~ de tas propiedades respectivas de·. las areas. 
Junto con esto el libro proporc\ona las mas simples ·nociones y propiedades 
del cálculo integral. 

No es forzosamente necesario que el lector sepa qué es un. logaritmo. 
No obstante, el lector debe ·tener conocimientos primarios sobre las 
funciones y su· representación gráfica, progresión geo1n~trica y el límite. 

En el .. caso en que et lector desee obtener la JilaY,or inr0rll)acíón sobre 
los logaritmos podria -referirse a la· obra "Series" del mismo autor. 

El libro sera .útil como libro de lectura para- cscqiares y ·aqµellos 
lectores que estén interesados por los problemas que en el mismo se 
e¡¡ ponen. 



Markushévich A. 

SUCESIQNES RECURRENTES 

El concepto de sucesión recurrente es una amplia generalización del 
concepto de progresión aritmetica o geométrica. También comprende como 
caS-Os particulares las sucesiones de cuadrados o cubos de Íos ·nilmeros 
naturales. las sucesiones de las cifras de. Ja descomposición decimal 
de los números rncionales (y, en general; todas las sucesiones periódicas), 
las sucesiones de los coeficientes del cocic'nte que se obtiene al dividir 
dos polinomios cualesquiera escritos en el orden creciente de las poten· 
cías de x, etc. Por lo tanto, ya. en el curso escolar de las :Matemáticas 
se puede tropezar muy frccuenterntllte con las sucesionCS' recurrentes. 
La teoría de estas sucesiones es un capitulo de Ja disciplina matemática 
llamada "Cálculo de di íerencias finitas". En presente librito se expone 
esta teoria de manera que no exija dei lector conocimientos especiales 
previos (sólo ·una vez el autor se refiere, sin demóstrarla. a una proposi· 
ción general de la teoría de la~ ecuaciones algebraicas lineales). 

Está destinada 11 los alumnos de Jos grados superiores ae la ~cuela 
secundaria así como a todos tos que se interesan por las Matemáticas. 



Boltíanski V. 

¿QUÍ: ES EL CÁLCULO DIFERENCIAL? 

El propósito del autor es explicar (de forma comprensible para Jos 
alumnos que cursan los últimos años de la enseñanza media) ciertos 
conceptos de las matemá.ticas superiores; como· son Jos 'de derivada, 
ecuación diferencial, númcfo e, logaritmo natural (lo corriente e.s que los 
alumnos se enteren de estos dos últimqs conceptós y se interesen. por ··. 
ellos). El autor ha pro~urado que las explicaciones de estos conceptos 
sean lo más daras posibles, basandóse para él!¡;¡ .en la resolución. de 
probicmas tomados de la fisica. Al proceder·' así además del deseo 
de lograr la claridad ántedicha, le ha guiado ·el. \ie .mostrar que los 
con~eptos de las matemáticas "superiores" son el reflejo .matemático de las 
propiedades de procesos reales que ocurren en la natufafoza y demostrar 
una vez más que las ma1ematicas están ligadas a la vid¡\, y nq al margen 
de ella, que se desarrollan, y no son Úna ciencía acabada 
e invariable. No todas las demostraciones y razol)amientos contenidos. 
en el libro ~e hacen · con absoluta rigurosidad matemática, Algunos 
de estos razonamientos tienen cacicter de aclaraciones. 

Esta obrita puede utilizarse en el trabajo de los drculos matemáticos 
y fisicos de las escuel:!s e instítutos de segundfi enseñanza: para su 
comprensión bastan. Jos conocimientos que se adquieren en los prime~os 
nueve cursos de las escuelas de enseñanza media. 
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