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1eMa 2 Thdo tridngulo es equicompuesto con algim rectingulo.

En efecto, sea AB el lado mayor det triangulo 4BC (fig. 7),
CD, la altura bajada a este lado. Entonces, el punto D se eéncuentra
entte A y B {de otra manera pno de jos dnpgulos < A o bien « B
sefia obtuso y ef lado AB no seria el mayor; véase la fig. B)
Por la mitad de la alturn CD tracemos upa fecta _paralela a AB
y bajemos a esta recta las perpendiculares Af -y BF. Entonces,
obtenamos &) rectangulo AEFB que es equicompueste con el
triangulo ABC. Efectivamente, los triangulos marcados en la fig. 7
con la cifra / (asi como también los tridngulos marcadios c¢on
la cifra 2) son iguales. Cada una de las figuras ABC, AEFB
consta de un trapecio, rayado en la fig, 7, y de dos triangulos 1, 2.

Lema 3. Dos pardlelogramos que tieren bese comin e lgual -area
son equicompuestos.

Sea ABCD y ABEF dos paralelogramos que tiencn base comiln
AB e igeal area. Entonces, las alturas de esos paralelogramos
son idénticas, es decir, los segmentos DC y EF se encuentfan
en una misma recta, Tracemos én la recta AB consecutivamenle
una serie de segmentos iguales al segmento AB y por cada punio
de divisibn se trazan rectas paralelas a los segmentos AD y AF.
Entonces, la franja entre las rectas paralelas 4B y DE se pare
en. una serie de poligonos (fig. 9). Cada uno de estos poligonos,
al desplazarlo en un segmento igual a AB coincide con ofro
poligono que es iguai a éste. (jDemuéstrenic!). En la fig. 9 los
poligonas iguales estin marcados con cifras identicas. Queda por
notar que cada uno de los paralelogramos ABCD, ABEF contiene
una parte marcada con la cifra !, una parte marcada con Ia
cifra 2, con la cifra 3, etc. Por consiguiente, estos paralelogramos
son equicompuestos ',

LEMA 4 Dos rectangulos de igual drea son eguicompuestos.

Sean ABCD y EFGH dos rectangulos de igual area. De los

' 8i los paraledogramos ABCD, ABEF, expuesios en
la fig. 9, son lales que los lados AF y BC no se intersecan, enfonces,
la fig. 9 1omard e aspectt mosirado en la fgura adjunta, es decir,

es suliciente separar del paralelogramo ABCD wn tridngolo, para que
de las dos partes cbtenidas se pueda componer ¢ paralelogramo ABEF
{véase la llamada en la pag 10).
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cuatre segmentos AB, BC, EF, FG elijamos el mayor: sea este,
por ejemplo, el segmento AB. Ahora prolonguemos ¢l segmento HG .
fuera del punto H y en esta recta, con un radio igudl a AR,
hagamos una raya del punto E (ya que AB 2 EH, la circunferen-
¢ia de radio AB con tentro en el punto E tendra con la recta HG
un punto comin). Al marcar el punto recibido por L, tendremos
AB = ELy, trazando el segmento LK = EF, construimos €l para-
lelogramo EFKL {fig. 10). Este paralelogramo es equivalente al
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Fig. 8

rectangulo EFGH {y al rectanguio: 4BCD), Del lema 3 se desprende
que los paralelogramos EFGH y EFKL, los cuales disponen de 1in
lado combn. EF, son equicompuestos. Pcro, los paralclogramos
ABCD y EFKL también tienen un lado igual AB = EL, Por esto
{en virtud def lema 3).¢llos son equicompuestos. Por #ltimo, ya que
el paralelogramo EFKL es equicompuesto con cadz uno de los
rectangulos ABCD- y EFGH, entonces (lema 1) estos reciingulos
son equicempuestos.
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LEMA 5. Todo poligono es equicompuesto con cierto rectiingulo.

Todo poligono (indiferentemente, si es convexo o bien no
convexo) puede dividirse en un namero finito de trianguios.
Designémoslos con las cifras {1, 2, 3, ... (fig. 11). Elijamos,
seguidamenie, un scgmento arhitrario AB y sobre sus extremos
levantemos las perpendiculares AC y BD (fig. 12). Tracemos el
segmento 4,8,, paralelo 'a AB, de tal modo que el drea del
rectingulo ABB, A, sea igual al area del tridngulo !. Entonces,
el triangnlo ! y el rectangulo .ABB, 4, (marcado con la cifra 1)
son equicompuestos. En efecto, el tridngulo { cs equicompuesto
con cierto rectangulo {lema 2) que, a su vez, ¢s equicompuesto
con &l rectangulo I, el cual tiene la misma area (lema 4); por
eso {Jema 1} el tridngulo 1 y el rectangulo I son equicompuestos.

L i N &
e g v s
D E \\h\‘\\ ‘hh\ ‘\i
-a-..___-‘\\ \'\»‘\
""\.\\ "“'--..,\\
A B ¥ F
Fig. 10

A continuacion, construyamos el segmento A,B,, paralelo a AB,
de tal manera que el rectingula 4,8,8;4; marcade con la cifra If
sea equivalente con el tridngulo 2. Entonces, el triangulo 2
y el rectangulo fI son equicompuestos. Luego construyamos el
recuanpulo [fII, que sera equicompuesto con el triangulo 3, ete
Los rectangulos construidos [, 1, I1i, .., conjuntamente componen
un rectangulo (sombrendo en la fig. 12), el cual, segiin su
construccion, es equicompuesto con el poligono inicial,

Ahora es facil demostrar el teorema citado en Ia pag. 10.

TEOREMA DE BOLval-GERWIEN, Dos poligonos de iguales dreas son
equicompuéstos. .

peMosTRACION. De acuerdo con el lema 5 cada uno de los
poligonos es equicompuesto con cierto rectangulo. Los dos rectan-
gulos obtenidos tienen igual area y, por consiguiente, son equicom-
puestos (lema 4). De tal puisa (lema 1), los dos poligonos
iniciales son equicompuestos.

noTA Por «poligono» en ¢l teorema de Bolyai—Gerwien no hay
que entender obligatoriamente una parte del plano limitade por
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Acordemos lfamar dos poligonos equiadicionales, si, aplicando
a uno y otro los mismos poligonos, pueden obtenerse dos figuras
identicas. Claro estd, que las figuras equiadicionales tienen igual
area. Fs natural plantear la cuestibn inversa: ¢son equiadicionales
cualesquiera dos poligonos de igual drea? La respuesta afirmativa
2 esta cuestion es ficil de hallar en el teorema de Bolyai-
Gerwien. )

TEOREMA, Dos poligonos de iguales areas son equiadicionales.

DEMOSTRACION. Sean 4 ¥y B dos poligonos de igual area. Elijamos
dos cuadrados idénticos de dimensiones tan grandes, que en su
interior puedan ubicarse los poligonos A y B. Al cortar de une
de los cuadrados el poligono A y del otro, el poligono B, que
tiene la misma area, obfenemos dos figuras equivalentes C y D
(rayadas en la fip. 19) De la igualdad de las Areas de las
figuras C y D s¢ inficre su equicomposicion (en virtud del teorema
de Bolyai—Gerwien). Asi pues, las figuras C y D pueden ser
cortadas en partes iguales de dos en dos. Eilo significa Ja equia-
dicion de los poligonos 4 y B.

Los teoremas de este capitulo muestran que la eguicomposicion
y la equiadicion significan para -los poligonos planos, precisamente,
lo ‘mismo que la eguisalencia. Como veremos en el capitulo TI,
en el espacio {cuando se examinan los policdros) el problema
es completamente diferente.

§ 2 TEOREMA DE HADWIGER —GLUR

El teorema de Bolysi —Gerwien muestra que los conceptos
de equivalencia y de equicomposicion para poligonos son idénticos,
Este teorema abre uma seric de posibilidades para su posterior
investigacion, En particular, surge una cuestion interesante: jes
o no posible superponer algunas condiciones adicionales al nimero
o a la disposicion de las partes, de las cuales se componen los
poligonos equivalentes? Un resultado extraordinario de tal género
fue obtenido en 1951 por los matematicos suizos Hadwiger y Glur.
Ellos establecieron que en el teorema de Bolyai— Gerwien se puede
exigir complemenlariamente que las partes, en las cuales estd
cortado uno de los poligonos equivalentes, y las partes iguales
a ellas del segundo poligono, tengan respectivamente lados paralelos.
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AB = EL, pero estan dispuestos asi, que éstos no son paralelos
y para emplear €l lema 3 es necesario, inicialmente, girar el
paralelogramo EFKL, haciendo que el lado EL sez paralele al
lade 4B. Por lo tanto, la demostracion expuesta anteriormente
del lema 4 uga el giro de la fipura EFKL (vale decir también
y de todas las partes,. en las cuales fue partida esta [igura)
a cierto angulo.

Nosotros vemos que, en la mayoria de los casos examinados
en el primer parrafo, es suficiente, para establecer la equicompo-
sicion de las figuras, aprovechar solo las simetrias centrales y Jas
traslaciones paralelas. Una exceptidn constituye el lema 4, para
cuya demostracion se tivo que usar el giro de la figura a cierto
angulo. Naturalmente, surge un problema: ;es o no posible durante
la demostracion del lema 4 evitar tambitn el uso def giro?
¢3¢ puede o no, en general, demostrar la equiComposicibn de
cualesquiera dos poligonos equivalentes, sin emplear el giro de las
partes componentes, es decir, utilizando simetrias centrales y tragla-
siones paralelas solamente? Para responder a estas preguntas,
tenemos que estudiar algunas propiedades de los meuvimientos.

La traslacion paralela, la simetria central, el giro ! son
eijemplos de movimientos. El movimiento arbitrario se puede repre-
septar del modo siguicnte: cierta figura F «se saca» de su plapo
y se traslada «como un sblido entero» a la nueva posicion £,
enlonces el paso desde la figura F hacia ia figura F' se llama
también movimiento ¥ {fig. 23). Designharemos los movimientos con
letras mindsculas,

Para cada movimiento d existe un movimiente contrario, que
consiste en que cada fgura de su posicion nueva, a que &sta
se traslado como resuitado del movimiento 4, retorna a su lugar
anterior. Por gjemplo, para la traslacidn paralela sobre el segmento

' La simetria central es un caso privade del pgiro:
para sustilujr alguna figura con otya simétrica ceniral, es suficiente girarla
en torno del centro de simetria a 180° (fig, 22).

B Aqui se trata del movimiento de uma figura (la
figura F). A menudo es més comeodo, hablando del movimiento, temer
en cuenta el mosimiento de todo el plano {con todag las figuras que hay
en este plano). Por gjemplo, la. wtraslacién paralela sobre ¢l segmento PO»
puede ser utilizada para -cualquier Bgura en el plano, &5 decir, ésta
representa de por si el movimiento de fodv e¢f pluno; «wsimetria central
con respecto al centro O» también es el movimiento de todo el plano, etc.
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fa traslacion paralela {lema 7), tres simetrias se reducen a una
(lema 8), mientras que custro simetrias pueden reducirse, inicial-
mente, a dos (va que las Ires —a una), y después, sustituir estas
dos simetrias por la traslucion paralela. En todos los casos el
producto resulta o bien la simetria central, o bien la traslacién.

2 TEGREMA DE HADWIGER-GLUR. Digamos que dos poiigonos son
S-equicompuestos ¥, si su equicomposicion puede establecerse con
uyuda de varias trasluciones paralelas § simetrias centrales solamente.
Hablando de otro modo, los poligonos son, S-equicompuestos,
si uno de éstos puede ser dividido cn un nimero finito de partes
My, My, My, ..., ¥ el otro, en ¢l mismo nOmeso de partes iguales
respectivamente M, M5, M, ..., ademas, los poligonos M, y M)
se obtienen uno del otro mediinte la traslacion paralela o la
simetria central; lo mismo es justo para M, y M3, para M, vy M5,
etc.

Pasemos a 1a demostracion del teorema acerca de que dos
poligonos equivalentes siempre son S-equicompuesios. Su demostra-
cian es complctamente andloga a la demostracion del teorerna
de Bolyai- Gerwien y se apoya en lemas semejantes,

Lva fa. Si 4 y C son dos poligones, cada uno'de los cuales
es S-equicompuesto con el poligono B, entonces A y C también
sont S-equicompuestos, ’

En efecto, tracemos en la (igura B las liness que dividenla
en tales poligonos, de los cuales se puede (con ayuda de
traslaciones y s:metrlas) componer la figura A4, ademas. tracemos
las lineas que dividen la figura B en poligonos, de los cuales
se puede (con ayuda de traslaciones y simetrias) componer la
ligura C {fig. 26). Estas y otras lineas conjuntamente dividen la
ligura B en partes menores, al mismo tiempo estd claro que de
cstas paries menores se puede {con ayuda de traslaciones y simetrias)
componer también la figura A4 y la fligura C. Por lo tanto, las
figuras A y C resultaran de cierto modo divididas en partes,
Désignamos las partes, de las cuales estd compuesta Ja figura B,
par My, M3, MY, ...; las partes correspondientes de fa figura A
designemostas por M,, M, M;, ..., mientras que las partes
correspondientes de la Ggura C, por” MY, M3, M3, ... Cada uno
de los poligonos M, y M| se obtiene de M), con ayuda de la

! El sentido dc este término se aclara mas profunda-
mente en of § 4.
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1eMa 3a. Dos paralelogramos equivalentes con. bases iguales
y paralelas son S-equicompuestos.

Bfectivamente, con ayuda de la traslacion paralela se puede
hacer coincidir las bases iguales de los paralelogramos, a contipua-
cian, queda por repetir la demostracion del lema 3 § 1 (pag. 13):
las partes, marcadas en la lig. 9 con cifras idénficas, se oblienen
una de la otra con ayuda de traslaciones paralelas,

Lema da. Dos rectangulos de iguales dreus sun S-equicompuestos.

La demostracion del fema -4 § 1 aqui no sirve, ya que en
ésla se uliliza el giro (véase la pag 23). Por esto, examinemos
otra demostracion.

Sean ABCD y A'B'C'D' dos rectangulos equivalentes. Construya-
mos el paralelogramo AB,C,D, que es equivalente a los dos
rectangulos v que tiene un lado AD camiin con el rectiangulo
ABCD v otro lado 4B, paralelo a uno de los lados del rectangulo
A'B'C'D (fig. 27, a). Entonces, los paralelogramos ABCD-y AB,C,D
son S-equicompuestos {lema 3a). Luego, construyamas €l rectangulo
AB,C,D,, que es equivalente a los rectingulos iniciales y tiene
un lado 4B, comin con el paralelogramo AB,C,D. En este caso
lag (iguras 4B,C,D y AB,C,D, son S-equicompuestos (fig. 27,5).
Con ello, los lados de los rectingulos ABC,D; y A'B'C'D son

3 Y 3 8
4 Cﬁj i "
b 2 o K ' v/ [ 0
A g
A By
] £ Gy I &

Fig. 27
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paralelos respectivamente, Por fin, con ayuda de la traslacibn
paralela superponemos el rectangulo AB,C Dl en A'BC'D de
manera que ¢l punto A coincida con el A’ mientras que ¢l lado
AD; se diriju por 4’D. Obtenemos el rectingulo A'B"C"D" que

tiene con el rectingulo A’B'C'D’ un dngulo comin A’ (fig. 27, ¢).
Dado- que durante esta construccion cada ver pasamos de un
paralelogramo a otro, que es S-equicompucsto con el primero,

A B B"
ﬂ" [ ’/V Gu ! f 3 3
M z
BF c! J
Fig. 28 Fig. 29

en vigor del lema la, obtenemos el rectanguio A'B"C"D", que
es S-equicompuesto con el rectingulo inicial. ABCD. Queda por
demostrar la S-equicomposicion del rectangulo obtenido A'B"C”D”
con el rectangulo A’‘B'C'D’. Consideraremos con ello, para precisar,
que A'B" > A'B’ (y por esto A'D" < A'D'). Tracemos los segmentos
B'D, B, C'C" y mostremos que éstos son paralelos (ﬁg. 28).
Verdaderamente, de la igualdad de lus areas obtenemos:

AB-A'D' = A'B"- 4'D", (1)
de donde, sustrayendo de los dos miembros de la igualdad el
producto A'D”- A'B’, obtenemos:

AFBF . DIDN = AI'DH . BIB”
o bien

A'B'-0C = A'D".0C". (2)

Al anotar las igualdades (1) y (2) como proporciones, obte-
nemos:
AFBJ’ : A(DH = A?BF! : A?D! 2= Ocﬂ : OC!.
De tal guisa, los triangulos rectangulos A'B'D*, A'B"D" y OC'C”
son semejanies. De aqui se deriva que 2 A'D"B' =  AD'B" =
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§ 3. EQUICOMPOSICION Y NOCION
DEL INVARIANTE ADITIVO

Despueés de la demostracion del teorema de Hadwiger—Glur.
naturalmente, surge la cuestidn: jes o no pasible dividir cuales-
quiera dos poligonos equivalentes en partes que se obfienen una
de la otra s6lo con ayuda dc truslgciones paralelas? Con otras
palabras: ;jes o no excesivo ¢ empleo de las simetrias en el
parrafo anterior? Al examen de dicha cuestion se dedica el presente
parrafo. Veremos que no todos dos poligonos de igual area pueden
ser divididos en partes que s¢ obtienen una de la otra con ayuda
de traslaciones paralelas; en particular, el triangulo y ¢l parale-
logramo equivalente a éste no permiten tal divisibn en partes.

Para establecer estos hechos se utilizara la nocion del invariante
aditivo, que se determina en adelante. Esta nocion encontrasd su
empleo también en los parrafos ulteriores, ;

1. invarsaNTE apimivo J {M). Sea M un poligono arbitrario.
En cada uno de sus lados marquemos mediante una fiecha tal
direccion que, avanzando por este lado en la direccion indicada,
veremos cerca de este lado, 4 la izquicrda, los puntos, que
pettenecen al poligono examinado, mientras que a la derecha, los
puntos, que no pertenecen a éste ? (fig. 30). Elijamos, a continua-

D §i recorremos uno por uno los lados det poligona,
avanzando en las direcciones indicadas medianté las fle¢has, recorreremos
todo el contorno del poligono y volyeremos al punto inicial. En este caso
se dice, que hemos efectuado ¢l recorrido del conlorno del poligono
en sentido antihprario,
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cion, cierta recta dirigida I, es decir, una recta, en la cual
la direccion estda marcada mediante una flecha. Designemos por
Jy(M) la suma algebraica de las longitudes de todos los lados del
poligono M, paralelos a la recta /, ademas, tomemos las ladas
dirigidos igual que la recta [ (lados AB, DE y FG en la fig. 3i)
con ¢ signo +, mientras que los lados de la direccidn contrariu
(lado KL en la fig. 31), can el signo ~. Si ¢! poligono M no
tiene lados paralelos a la recia I, el nbmero J,(M} se considera
igual a cerp. El pimero J,(M) o llamaremos invariante aditiso
{la causa de tal denominacidn se esclarece a continuacion).

La importanciz del invariante J,{M) para el problema acerca
de la equicomposicion de ios poligonos se aclara del teorema,
4 cuya enunciacifn pasamos.

2 rEQUIcaMposICioN Llamaremos dos-poligonos T-equicompuestos,
si su equicomposicion puede sér establecida séfo con ayudu de las
traslaciones paralelas (comparese 13 pag. 26).

TeOREMA. Seant A y A’ dos poligonos, y 1, usa recta dirigida.
Si Ji(4) # 3 (A'), los poligonos 4 y A’ no son T-equicompuestos.

La demostracion de este teorema serd examinado mas adelante,
pero ahora sefialemos un simple.corolario, que se desprende de
éste. Sea A un tridngulo, ¥ P un paralelogramo equivalente a ésté
{la base del paralelogramo es paralelo a la base del triingulo,
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poligonos M,, M,, ..., M,, ademas, 3105 son limitrofes al cslabon
por lados diferentes {uno —a Ja derceha, otro — a la izquierda).
Por este motivo, al calcular ef invariame de un poligono, el
eslabon cxaminado cntra con un signo, mientras que. al calcular
el invariante dc otro poligono, con signo opuesto, y en la suma
algchraica totul de eslabones estos dos micmbros se¢ anulan
mutuamente. Nosotros vemos que, al ealcular €l scgundo micmbro
de la proporcion (3}, se puede no tomar en consideracibn
absolutamente los eslabones dispuestos densro del polipono A.

Exzminemos ahora cierto cslibon ubicado ¢n el contorno del
poligono A y paralelo a la recta [ (eslabon AM en la fig. 34).
Con ¢ste linda solo wne de los poligonos M,, M, .... M,
ademis, por el misme lado con que el poligono A linda al estabon
examinado. Por consiguiente, estc eslabon entrard en la suma
JM )+ LM+ ...+ Ji (M) con ¢l mismo signo que en cl
invariante J;(A4).

Asi pucs, el segundo miembro de la relacion (3) es igual a J;(A),
es decir, la formula (3) es vilida.

Ahora ya es faci] demostrar ¢l tecrema enunciado en Ly pag 32
Electivamente, sea J, (4) # J; (4", con ello tainbién {contrariamente
a la afirmacion del teorema) los poligonos 4 y A' son T-equicom-
puestos. Esto significa que A puede ser compuesto dJe tales
poligonos M,, M, ..., M, mientras que B, de tales poligonos
My, M3, ..., M, que M, y M) sc oblicnen uno del otro con
ayuda de la traslacion paralela; o mismo es juste para M, y M5,
ete, Entonces, de acuerdo con el lema 10, obtenemos:

JMy) =2 (MY Ji(M) = Ji (M), . S (M) = 0(M), @)

y de acuerdo al lema 11

J,(A)=J,(M,}+J,(M2)+...+J,(M,‘).} )

S (AY= (M) + DM+ L+ S (M),

De (4) y (55 se deduce que J;{A)}=J,{A"), lo que contradicc
g la condicion. De este modo, al cumplirse la desigualdad
Ji{4) £ J; (4", los polifonos no pueden ser Tequicompuestos.

4, POLIGONOS DE sIMETRIA ceNTRAL El tcorema, cuya demostracion
fue expuesta anteriormente, se puede enunciar también de la manera
siguiente: dos poligonos 4 y A’ pueden ser T-equicompuestos
solamenie en ¢l cusp, cuando para cualquiera rvecta | tiene lugur
la igualdad J,(4)=J,(4’). Hablando de otro modo, para la
T-equicomposicion de los poligonos A ¥ A’ es preciso el compli-
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nirnero J;{M) debe ser igual a cero, AB = PQ. Asi pues, para cada
lado del poligono ¥ hay otro lado («opueston) igual y paralelo
a éste, de donde sc deriva facilmente, que ¢l poligono M es
de simerria cemrgl. Esth claro también Jo contrario: si el poligono
M es de simetria central, para toda recta ! el invariante J,(M)
es igual a2 cero. Por lo tanto, para la T-equicomposicion del
poligono convexo con el cuadrade es necesario y suficiente gque ¢ste
pehigono sea de simetria central,

Hemos obtenido este resultado, basiandonos en ¢l teorema
anteriormenie enunciado (pero no demostrade). Sin embargo,
guiandose por la fig. 38, el lector demostrard facilmente (sin

G

Fig. 3

aprovechar este teorema) que el poligono de simetria central puede
ser convertido (4l dividirio en paries y empleando las traslaciones
paralelas} en varios paralelogramos, y, lucgo (vease la demostracion
del lema 33, en un cuadrado.

§ 4. EQUICOMPOSICION Y NOCION DE GRUPO

En el § 2 hemos hablado de los movimientos del plano.
Designemos por D todo ¢l conjunto de movimizntos; cada movi-
micnto independiente lo llamaremos elemento de dicho conjunta D.
Por ejemplo, cada traslacion paralela {o cade simetria ceniral)
es un elemento del conjunto D, Para cada dos. movimientos esta
determinado su. producto, es decir, €l conjunto D posee lns
siguientes propiedades, s
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triangulo y paralelogramo) que tienen igual drea. pero que no son
T-equicompuestos.

En resumen sefiaiemos el siguiente teorema, (ue contesta
a la cuestion que, posiblemernite, ya sec plantearon los lectores,

TeoreMa El grupe S es ef menor grupo de movimicntos, gue
permite  estahlecer Ia equicomposicion de  cualesquiera  poligonos
equivalentes. Hablando de otro modo, si G es tad grupo de movi-
miemtos, que todos dos poligonns equivalemes son G-equicompuestos,
el grupo G contiene tode ¢l grupo § (es decir, contiene todas las
traslaciones parafelas y todus las simetvias centrales).

La demostracion se apoya sobre algunos Jemas; al enunciar éstos,
supengamas que G cs un geaipo que satisface das condiciones dél 1eorema.

LEMA 2 ST P ¥ Q son dos puntos arbitravies del plane, entonces en el
grupa G existe un movimiento que trastadn P oo Q (esta propiedad del
grupo de movimientos sé Hama la tronsirivided).

Suponpamos lo contrario: existen tales dos puntos P y Q, que ningin
mowvimiento perlgnecicnte al grupo & no traslada el punto P al Q. Aqueltos
puntes, a los cuales ¢} punto P puede ser trasladado mediante movimientos,
que pertenceen al grepo G, los NHamaremos marcados. Si M es cierto
poligono, [z suma de sus dngulos, cuyos vertices son los puntos marcados,
la designaremos$ por fp{M). Si los poligouos M y M’ se obtiencn uné
del otro con ayuda de ciesto movimiento, que pertenece al grupe G,

# (M) = Ip{M). A continuacion, si ¢l poligono 4 csta dividido en varios
poligonos ménores My M, ..., M, tiene lugar la igualdad

Ip(,ﬂ)= l'p(_Mi)-l-fp(Mz}-f—... + fp(i\’fp(iwk)+ﬂﬂ,

donde # es cierle nimero entero {esto se demuesirn mediante el ciloulo
directo de los dngulos) De estas propiedades del nimerc Ip(M) sc
desprende {aciimente {comparense los razonamientos en la pag. 36), que
si M y M son dos poligenos G-equicompuestos, entonces, I,(M)=
= [p(M’) + nx, donde n es cierto niumero entero.

Sean shora PQR y PQS dos thfngulos obtusangulos ishsceles iguales
con el angulo x en la base, de los cuales uno tiene ¢l vértice del angulo
obluso en P, mientras que el otfo, en @ {fig- 39). Ya que ¢l punto P
estd marcado, y el punto @, no, el ntmero fp{PQR) es igual a m— 2
o m— 7 {en funcidn de si eftaria 0 no marcado. & punte R); eun tanto
que ¢ numero Tp (POS} es igual a2 o u 22 Por esto la igualdad

Ip{PQR) = 15 (PQS) + nn

no puede ser vilida con ninglin nimero entero » (ya que x < ®/4), y los
triangulos POR y -P@S no son G-equicompuestos. Esto, sin embargo,
coniradice a las propiedades del grupo G (los poliponos equivatentes,
vy tanlc ‘mds ipuales, deben ser G-cquicompuesins). La contradiccion
obtenida demuestra et lema.
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LEMA 13 Ef gripo G conticre por o menos una simetrio central,

Marquemos primeramente (sin demostsaciones ') algunas propiedades
de los movimientos. Cada movimie to del plane tiene unc de lgs tres
siguientes aspectos: 2ste es ya lraslacin paralela, ¢ giro, o bien li llamada
simervia deslizante, Que rtepresenta de por si la simetria con respecto
a cierta recta, ln cual s¢ acompaiia por la traslacion paralels a Yo largo
de esta recta. Esta se llama gie de fo simetrin deshizante. El eje se
determina univocamente (s decir, dos simetrias deslizantes, coyos cjes
no coinciden, son diferentes movimientos), Por Uhimo, scfialemos que el
praducte de dos simetrias deslizantes, cuyvos ejes forman entre si el ingulo
2, es ¢} giro al angulo 2o

o

' !
R : [ /
o o G
P - Y:
Fig. 39 Fig. 40

Pascmos a la. demostracion del lema 13. Elijamos del modo siguiente
la recta I: si en el grupe G hay por lo menos una simelria deslizante,
entonces lomamos por [ ¢l eje dc una de estas; en el caso contrario
clegimos la recta I arbitrariamente, En la recta [ elegimos cualguicra
direccion. Sex I' una recty divigida arbitrariamente, ¥ x, un ingule formado
entic [y I {lig. 40); consideraremos b vecta I marcada, si en el grupo
hay un giro al dngulo z. En particular, toda reclu paralela a { (es decir,
ia que forma con | e} angule aulo), se ha de considerar marcada.

Supongamos zhora (a pesar, de la afirmacion del lema) que en el
gripo. G no hay ni una sola simetria central. Entonces, para toda rectu
marcada I' Ja rects [”, que = paralels a I, pere gue tjenc lu dircecion
contrasia, no & marcada {en caso contrario el grupo G contendria dos

' Las demostraciones dé las propiedades de los movi-
mienios se puede encontrar, por ejcmplo, en la primera parte del libro
de I, M. Yaglom «Translormaciones geomgtricas» (uGostejizdate, 1955,
“en ruso).












CAPITULO I

EQUICOMPOSICION DE POLIEDROS

§ 5. TEOREMAS DE DEHN Y DE HADWIGER

1. POLIEDROS EQUICOMPUESTOS Bn este capilulo examinaremos el
problema accrca de la equicomposicion v la equiadicion para las
fipuras espaciales (para poliedros). Dos poliedros se Haman
equicompuesios, si. al cortar de cierto modo unc de éstos en un
namero finito de partes, se pucde componer de &stas un segundo
poliedro.

Estd claro gue dos poliedros equicompuestos son equivalentes,
es decir, tienen igual volumen. Naturalmente, surge la cuestion
mversa: json equicompuestos cualesquiera dos poliedros que tienen
igual volumen? Con otrus palabras, ;es.valido en el espacio
un teorema analoge al de Boiyai—Gerwicn? Nosotros veremos
posteriormente que es nccesario dar una respuesta negativa.

Ante todo intentemos comprender, qué significa la respuesta
negativa a la cuestion planteada. /Signilicu esto que ningunos dos
poliedros, de igual volumen, son-cquicompuestos? No, naturalmente.
Est4 claro que poliedros equicompuestos existen. Por ejempio, dos
prismas rectos de igual altura ¢ igual area de las bascs som
equicompuestos {fig. 46). Esto sc desprende de ficil modo del
teorema de Bolyai — Gerwien. {Mas adelante, en la pag. 66, serd

Ll \\.‘».\.‘.\‘\‘\'\'\'\\ﬁ\\\\\\\\\\““’ﬂ“

R /“"'}z |
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Fig. 46
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demostiado que cualcsquiera dos prismas equivalenies, rectos
u oblicuos, son equicompuestos). ;Y qué significa en este caso
la respuesta negativa a la cuestibn planteada? Significa que no
todns Jos poliedsos, que tiénen igual volumen, son equicompucstos.
Hablando de otro modo, ciertes policdros de igual volumen son
equicompuestos (por ejemplo, prismas}, sin embargo. pueden hallerse
también tales poliedros, que tienen igual solumen, pera no son
equicompuestos. Por primera vez este hecho fue demostrado por
el matematico aleman Dehn (1901). El establecié que el gubo
y la piramide triangular regular (tctraedro} de igual volumen no son
equicompuestos. Naturalmente, se pucde también hallar otros
poliedros que tienen ipual volumen, pero no son equicompuestos.

Este parrafo contiene la démostracidon del teorema de Dcehn
sobre In falta de equicomposicion del cubo y el tetracdro regular.
En la demostracion se utilizan las ingenjosas ideas que pertenccen
al gedbmetra suizo Hadwiger.

2 TEOREMA DE [IADWIGER Sean oy, &g, ..., 0 cualesquiera niimeros
reales. Diremos que estos nametos son dependientes, si s¢ puede
hallar tales nameros enteros #y, #a, ..., i, guc no todos se anulan,
gue tiene lugar la correlucion

Moy + Rytly + .. 4 ma =0, )]
Llamaremos esta correlacion (9) dependencie, Subrayemos una vez
mas que todos fos nmilmercs ny, R, .... m se supon¢ que son
enteros (positivos, negativos o iguales a cero) adcmas, entre éstos
debe haber oblipatoriamente nivmeros que difteren de cero.
Entre los mismos nimeros pueden existir difercntes dependen-
cias. Tomemos, por ejemplo, 108 nuameros
ol — ~
1, [F2=1, 3)y2+1, 2)/2

Es facil de comprobar, que entre estos niimcres hay las siguientes
dependencias:

204 1-0/2 - )+ (=G24 1)+ 1-2)2=0,
41432 )+ (=DEY2+ 1)+0-2)/2=0,
O 14+ {=DF2= D+ (-DBY2+1)+2-2)/2=0.

Advitamog, que dos nbmeros inconmensurables o, y a; {es
decir, dos niimeros diferentes de cero, cuya relacion es irracional)
no pueden scr dependientes. Efectivamente, de la dependencia

mot, + nya, =10
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se desprendena que el cocientle atgfe, es igual a la relacion
—m/n, de dos nhmeros entcros, es decir, es racional,

Abora supongamos que a cada uno de los nimeros @, &, ...
.., % esti puesio correspondieniemente otr0 NAMEro Més:

al nimero o, estd puesto correspondientemente ¢f nimero f (=),

R T " Y (33
- l'. ’1*. ;! ’ " ’ . » ) ’ I » f{m)-
Diremos que los nimeros f{x,;), S (%) ..., f{a) Torman la

Juncion aditiva V!, que corresponde a los nikmeros a,, %y, ..., o,
si tstos poseen hn propiedad siguiente: para cada dependencia

moy 4 g, kL o

que existe entre los abmeros oy, oy, ..., %, 4¢  unte la misma
dependencia también exisic entre los ndmer. FECTY R S G
es decir,

’?;f(_ch) +npf (@) 40 fla) =0

Pero, en lo demds, los nimmeros f (o), S (22), - .., f{x,) pueden
ser cualesquiera.

Tomemos; como_ejemplo, los nimeras o; = 1 y o, =l/§ Dado
que--estos nimerds son inconmensurables, enire &stos no existe
ninguna depeideucia. Por este motive, tampoco sc exige ninguna
dependencia entre los nimeros f(%,) v f (2;), 5 decir, para abten
una funcion aditiva s¢ puede escoger los nimeros f{l} y f (]/%
de modd compleiamente arbitrario. Sin embargo, si los nibmeros
tomados resultaran dependientes, los valores de la funcion aditiva
también estan ligados por dependencius.

Por ltimo, sean

Ly, Jpyoaeyy O (10)

D Degde el punto de vista moderno tenemos una
funcion, si a ¢ada une de los elementos de cierlo conjunto estd puesto
correspondientemente {segin una regla) cieno elemento de otro conjunto.
De 1ai modo, poriende correspondientemente a cada nomero real x o
numero sen x, nosotros obténemos una funcidn {scno); al poner corrcs-
pondientemente a cada ndmero postive enteso su Jdivisor méaximo
sencilio, obtenembs unu funcibn; al poner correspondicnicmente 4 los
nimeros 2, ..., % algunos otros ntmeros fa), ... {x} tanbién
tencmos uni flncion,
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peMosTRACION. En la piramide triangular regular ABCD bajemos
del punto D [a altura PE {fig. 48). El punto E es el centro dei
tridngulo equililero ABC, de esta manera el segmenile AF, que
pasa a traves del punto E es una mediana. Por esto F es el punto
medio de la arista BC, mientras que el segmento DF, la mediana
del triangulo BCD. E} segmento EF compone una tercera patte
de la mediana AF o de la mediana DF, cs decir,

EF:DF =1:3.
Con otras palabras, 2l designar por ¢ el anguio F del triangulo

rectangwio DEF (es decir, el angulo diedro del tetraedro ABCD),
hatlaremnos:

cos p = 1/3, (19)

Ahora utilicemos el teorema de Hadwiger. Cada anguio diedro
del cubo A es igual a w/2; el dngulo diedro del tetraedro regular B

Fig, 48

lo hemos designado por ¢. Por esta razdn los nameros (13),
de los que se trata en el teorema de Hadwiger, aqui serdn los
siguientes:

n "2y o (20)
Hallemos, qué dependencias existen entre estog nomeros. Sea que
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4, DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE HADWIGER.
LEMA 16 Sean

Ay Ogy ov-n Wy (24}
¥
Yo Yz, oo (25)
atumerns reales. mientrus gue
S, Sl -0 Sl {26)

uni funcion aditive para los mimeros (24). Can ello se puede elegir
tales nameros

S koo Sln (27)

que los nlmeros (26} y 27) formen ung jfuncion aditive para los
nameros (24) y (23) tomudos conjuniamente. Hablando de otro modo,
la funcitm aditiva para los rameros (24) puede ser complerada hasta
una funcion aditiva para los nitmeros (24) y (25).

Es suficiente examinar el ¢aso, cuando para los nitmeros (24)
se adiciona sblo un nitmero ¥ (ya que [os niimeros™(25) no pueden
ser adicionados de una vez, sinc uno tras otrg). Pues bicn, esta
prefijada la funcion aditiva {26) para los nGmeros (24} y, ademis,
estd prefijado el niimero v. Debemos escoger tal namero f {y)aque
el sistema de los numeros .

Sle) Sla) oS ) 28

represente de por si una (Uncion aditiva para los nameros
My, Oz, -0 By T {29

Examinaremos dos casos.
caso 1 Entre los nbmeros (29) no existe pinguna dependencia

noty + s+ .oy Fry =10,

donde el coeficiente n para et nimero y seria diferente de cero.
Con otras palabras, e} nimero y no entra ¢n ninguna dependencia.
En este caso ¢l namero f(y) no esta relacionado con ningunas
condiciones, es decir, por f(y) se puede tomar cualquier namero
real,

caso @ Entre los nimeros (29) hay una dependeincia, en la cual
entra ¢l namero y:

Moy + iy .. b A =0, 2 #0. (30
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En cste caso determinaremos el nitmero f (v} de la correlacion
iy f () + 2 f (o) + o+ i (@) + 0 {y) =0, (31)

s decir, hacemos:
f= w%.;"(u,)’—i;—f—f(az)—..,—

Mg
’!f -

f (%)

Mostremos que de tal modo obtendremos una funcion aditiva
para los nomeros {29). Sea

My A%+ m oy =0 (32)

cualquiera dependencia entre los nimcros (29) (diferente de fa
dependencia (30) o coincidente con ésta). Debemos mostrar que
esta misma dependencia también existe entre los niimeros (28),
es decir, que tiene lugar la correlacion

af () + S+ e )+ () =0, (33}

Demostremos esto. Multiplicamos lu correlacibn  (32) por »*
y restamos de ésta la correlacion (30) multiplicada por n:

(n'ny Yoy + (R —nns) o, + .+ (i — ), = 0.

Obtenemos la dependencia entre los numeros {24), y ya que (26)
es una funcidén aditiva para estos nimeros, tiene lugar la correia-
cion

(' —nmy} S (ag) + ('ng — ) Fes) + .o+ (o' — nml) f{es) = 0.

Al adicionar a esta proporcion la igualdad (31}, multiplicada
por n, hallaremos:

iy f () + Wi (@) + . o)+ ninf (1) = 0.

Por ltime, reduciende esta ipualdad en el nOmero # #0,
recibiremos {33). Por lo tanto, los nameros (28) nos dan una
funcion aditiva.

LEMA 17, Sed A un poliedro dividido de mode arbitrario en un
nimera finito de poliedros menores M\, M,, ..., M. Designemos por

:':l_g aa; ey ap {34}
todos los amgulos diedros del poliedro A, mientras que por
. Y'h 72! DS Yr.'s {35]

todos los angulns diedros de todos los poliedras M, M,, ... ,'M;(.
Agregamos ademas a los nimeros (34) y (35) el namero © y supon-
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gamos que pary el sistema de ntmeros obtenido
M Gy @ eee, B3 Y Yuooees Ve {36)
estd prefijada la funcién aditiva
S fle) S oo Sl S Sl oo S0 (39)
gue satisface ln condicion
Sm)=0. (38)

Emuonces, los wariantes f(A4), f(My), S(M3). ..., F(M)} de los
poliedros a examinar se relacionan mediame la correlacion

S(A)= (M} + S (M3)+ ...+ [(M,). (39)

Fig. 49

Para la demostracion examinaremos todos los segmentos que
son las aristas de fos poliedros 4, M,, M,, .... M, Marquemos
en estos segmentos todos los puntos que son los vérices de 1os
poliedros 4, M,, M, .... M;, asi como todos los puntos, en los
cuales se intersecan las aristas enire si. Con ello obtendremos
un njmero finito de segmentos menores, Los llamaremos (seghn
V. F. Kagin) esluhones. La fig. 49 itustra la division del cubo en
poiliedros; la arista del cubo designada en esta figura por [}, consta
de tres cslabones m,, m; ¥y m;. En general, cada arista de cada
uno de los poliedros 4, M,, M,, ..., M, consta de uno o varios
eslabones. Cada eslabon del poliedro 4 (es decir, el eslabon que
se encuenira en una de las aristas del poliedro A) también es ¢l
eslabon de uno o de varios poliedros M, #,, ..., M,. Tomemos
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v, es ipwal a mf (v,); su peso en el poliedro con el angulo diedro
y; es igual a mf (y;), etc. Por lo tanto, la suma de los pesos del

eslabon m por tedos los poliedros M, Mi ..., M, lindantes
con este eslabdn, es igual a
mf () + mf (1) + ..+ mf (v, - {40)

Todos los eslabones pueden ser divididos en ires grupos.

1) Los eslabones que enteramente {salvo, puede ser, los extremos)
se disponen dentro del poliedro A. 8i m es tal eslabon y si cada
une de los poliedros M, M., ..., M,, que tindan con el segmento
m, tiene este segmenfo como su. eslabén, enlonces los dngulos

.,
— ™,
—

— N

)

Vi

a) 8)

Fig. 50

diedros de los poliedros, adyacentes al eslabén m, forman con su
suma un angulo entero (g, 50,a; esta figura, asi como tambign
las figuras 50, b, 51, 52, y 52, b, ilustran la seccion del poliedro™4
y de los poliedros, que lindan con el segmento m mediante el plano
perpendicular al eslabon m; el mismo eslabon m se muestrd en
estas figuoras por un pumio R). De tal manera, con ello v+
+‘f;+...+'¥,=2n Q

7,‘+'.r,+.‘.+‘(,-21t=0.

Esto es una dependencia entre los nimeros {36), y por esta razon
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Por lo tanto,
' S M)+ f(Ma)+ [ (M) =0. (41)

Ya sabemos, que para la piramide regular M, el invariante f{M,)
difiere del cefo. Por esta razon; las igualdades

)r(MI) = ;r(Mz) = f(Ms)

no pueden cumplirse (esto contradecifia a la correlacidon (41)).
De este modo, entre las pirAmides M,, M, y .M, se encontraran
dos tales, cuyos invariantcs no son iguales y las cuales, por
consigniente, no son equicompuestas. {en virtud del teorema de
Hadwiger). Asi pues, queda demostrado que existen dos piramides
_de ipuales bases e iguafes alturas, y que no son equicompuestas.

Ahora esta claro que el método de division no puede emplearse
para calcular el volumen de la piramide. ;Y cOmo va ¢l -asunto
con el método de adicion? Su inaplicabilidad se demuestra con
Ia ‘misma sencillez a base de la siguiente proposicion .

Teorema. Al cumplirse las eondiciones del tearema de Huadwiger,
los poliedros A v B no son equindicionados,

DEMOSTRACION. Admitamos lo contrario: mediante ciertos poliedros
M, M, ..., M, se puede adicionar lanto 4, como tambien B
hasta el mismo poliedro €. De acuerdo eon el lema 16 los
nimeros (I4) pueden ser adicionados hasta la funcion aditiva
prefijada para todos los angutos diedros de todos los poliedros
M, My, ..., M, C. Conforme al lema 17 obtendremos:

JO) = F{A)+ S (M) + [(Ma)+... + [(M),
FO=f(B)+ [(M)+ [(Ma)+... + [(M).

Pero estas ignaldades contyadicen a la correlacion {16). Por lo
tanlo, los policdros 4 y B no pucden ser equiadicionados.

Del teorema demostrado s¢ infiere que la pirimide triangula
regular y el cabo no solamente no son equicompuestos, sino que
tampoco son equiadicionados. Tampoco son equiadicionadas las
- dos pirimides de-iguales bases e iguales alturas, y cuyos invariantes
no coinciden. Dado que la existencia de dos tales piramides fue
demosirada anteriormente, esta ¢laro, que eb método de adicion
también es inaplicable para caleufar el volufmen de la piramide.

Y La inaplicabilidad del método de adicion se deriva
también del teorema, mas general, de Sydler, que se demuestra a continua-
cion -
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cquicompuestos (va que sepun ¢l teorema, de Bolyai—Gerwicn sus bases
sop equicornpuestas).

De esta nota sc desprende que lodo prisma ¢x cquicompuesio ¢an
cierto paralelepipeda {hablando en gencral, oblicuo).

A continuacion, cualquier paralelepipedo oblicun es equicompuesto con
¢l recto. Efectivamente, sea p ¢} plano de la base del paralelepipedo
oblicuc P, A, un punto de cste plano, 4B, un segmento que es igual
y paralelo a la ansta lateral del paralelepipedo P. Sea luego | la
proyeccion de la rotta A en el plano: p, en tanto que m, und cecta
trazada en ¢l plano p perpendicularmente a { y que pasa a través del
puntio A-{fig 59) Elijamos en las redtas ! y m tales puntos C y D,
que ¢l rectangulo de Jados AC y AD sera equivatente a lu basc dcl
paralelepipedo P, y en este rectangulo. como ¢a una buge, conslruyamos

M,
\,\ o

)

||!
!
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iguates a M, v dc una scrie de prismas. Estos peeden ser sustituidos,
en virtud del lema 2D, por un prisma £, ¥ obtendremos:

M"™ el P+ M,

¢s decir, en el ¢caso, si M es wna piramide treangulue, ¢l lema es valido.

Ahora sea M un poliedro arbitrario. Si éste ¢s no convexo, entonces,
al trazar todos los planos, en los cuales yaten sus caras. lo partiremos
en nimero finito de poliedros convexos. Luego, cada poliedro convexo
puede ser dividido cn pirdmides (poligonales): para esto es suficiente,
tomando dentro del poliedro et punto O, examinar todas las pirimides
que ticneu ¢l punto O como su vértice comin, en tanto que las carns
de] poliedro, sus bages (fig. 63) Por Gltimo, cada pirimide poligona
puede scr dividida en varias pirdmides triangulares {fip. 64). De este modeo,
todo poliedro puede ser dividido en un nimero finito de pirdmides
triangulaces. Sea que

M=T+T+...+T, 47

la division del poliedro M cn pirdmides triangulares. Al aumentar todas

Fig. 62

estas figuras semcjantemente a veces, obtendremeos:
M= T+ TP+, 4+ T
De acuerdo con lo demostrado anteriormente, tenemos:
T~ Py + 0Ty, TMoo Py 4+ aTy, oon, TSP 41T,
donde P,, P;, ..., P, son ciertos prismas. Por lo tanto,
M"G(Py+ P+ 4+ PY+ (0T + 0T+ + nT)oe P+ nM;

aqui la suma de los prismas P, + P, +...+ P, estd sustituida por un









COMPLEMENTOQS

1. coumaow NECESARIA ¥ SUFICIENTE DE EQUEG)MP(ISI(.ION DB LOS
POLIEDROS. Aduzcamos (sin demostraciones) ta condicion de equicompaosi-
cion dada en usa de. las obras de Hadwiger. Supongamaos, que a cada
poliedre A se ha puestp correspondientemente cierfo niimero 7{4), ademas
han sido cumplidas las siguientes condiciones:

£} a los poliedros iguales 4 'y B corresponden los niéimeros iguales
7 (A) = 1 (B) {condicion de invariacion);

2} si el poliedro A estd dividido en varios poliedros M,, M,, ..., M,,
tiene lugar la igualdad

LAy =1 MY+ L M)+ ... + 1 (M)

(condicibn de aditividad);

3) si A" es un paoliedro semejante al poliedro A con la razon de
semejanza X, entonces % (4™ =X .x{4) {condicién de linealidad).

Con estas condiciones se dice que estd prefijado el insuriunte aditive
lineal v Tiene lugar el seguiente

TEOREMA. Para la equicomposicion de los poliedros 4 y B es Recesaria
y suficiente que sus wolumenes sean iguales y, ademas, que para todo
invariante aditive Hneal y sex cumplidy ly igualdad (A} =y (B).

Hablando de otro mado, si los poliedros equivilentes 4 ¥ B no son
eqUicompuesles, existe b invariante aditivo Tneal x, para el cuoal
1 (A} # y (B). Indiquemos, que en virtud del teorema de Sydler demostrado
anteriormente, esta condicion lambitn es mecesaria y suficiente para la
equiadicion de los poliedros A ¥ B.

Es interesante comparar esta condicion con ks enunciacidn del teorema
de Hadwiger que fue demostrado anteriormente (pig. 49). En aquel caso
lamhién {ue constritido cicrto Divariante f{A). A los poliedros iguales A
¥ B correspondieron ‘valores igualeés del invariante: f(d4)= f{B). Este
invariante fue aditico (lema 17). Este también {ue linea! (ya que todas fas
aristas del poliedro 4™ son A veces mayores que las aristiis del poliedro
A, mientras que sus angulos diedros, iguales, de forma que de la
definicién  del invariante [/ en lu pig. 4% se desprende tn igualdad
S(A¥ =2.f(4)} Sin embargo, el invarianic f de cualquier modo,
difiere de los invariantes, sobre los cuales se habia en el teorema
enunciado anteriomente: el invariznte f no estd determinado para fodas
los poliedros. Eite fue determinado solainente para dos poliedroes, sobre
los cuales se trataba en el teorema de Hadwiger, pero cuando encontramos
nuevos poliedros (en el lema 17), adicionulmente determisamos el valor
del invariante [ para &stos.

Es menester sehalar que la existencia de los invariuntes aditivos
linexles, determinados a la vez para todos los poliedros, se demuesira












Murkushévich A.
AREAS Y LOGARITMOS

‘Este trabajo del Doctor en Ciencias Fisicomatematicas. A, Masku.
shévich, fue enunciado primeramente en la Universidad de Mogclh ante
los alumnos de prades superiofes de las escuetas sécundarias.

En 1a obra se expone la teoria geométrica de los logaritmos en la que
los Gltimos aparecen como ciertas areas Les propiedades de logaritmos
se obtienen del analisis de las propiedades respectivas de, las dreas. -
Junto con esto el libyo proporcitma las més simples nociones y propiedades
del calculo integral.

No cs forzosamente necesario que ¢l kector sepa qié es un logaritmo,
No obstante, ¢l lector debe tener conocimientos primarios sobre las
funciones ¥y su tepresentacton grifica, progiesion peowmétrica y el limite,

En el caso ¢n que ¢l lector desce obtener la mayor informacion sobre
los logaritmos podria referirse a la obra “Serics” del misino autor.

El libro sera stil come libro de lectura pari cscolares ¥ aquellos
lectores gue estém interesados por los problemas que en ¢k mismo se
CXpOnen. '



Msrkusﬁévich A,
SUCESIONES RECURRENTES

El concepto de sucesion recurrente es una amplis generalizacion del
concepto de progresion aritmética o geométrica. También comprende como
casos particulares las sucesiones de cuadrados o cubos de los -miameros
naturales, las sucesiones de las cifras de la descomposicion decimal
de fos nimeros racionales (y, en peneral; odas las sucesiones periodicas),
las sucesiones de los coclicientes del cociente que se obticne al dividir
dos polinomios cualesquiera escritos en &l orden creciente de las potens
cias de x, etc. Por lo tanto, ya en el curso escolar de las ‘Matematicas
st puede tropezar muy Irecucntemente con las Sucesiones recurrentes.
La ieoria de estas sucesiones es un capitulo de la disciplina matematica
Tlamada “Calculo de diferencias finitas”. En presente librito sc expone
esta {eorja de manera que no exija del [ector conocimientos especiales
previos (solo una vez ¢ autor se refiere, sin demostrarta, a una proposi-
cion general de la teoria de las ecuaciones algebraicas lineales).

Estd destinada o los alumnos de los grados superiores de la escuela
secundaria asi como a todos los que se interesun por las Matematicas.



Boltianski V.
¢QUE ES EL GALCULO DIiFERENCIAL?

El proposito del auler es explicar {de forma comprensible para los
alumnos gue cursam los iltimos afios de la ensefianza media) ciertos
conceptos de las matanaticas svperiores; eomo son los ‘de derivada,
ecuacitn diferencial, niimero e, fogaritmo natural {lo corriente es que los
alumnos se enteren de estos dos allimgs con¢eptos y se iateresen: por”
etlos). El autor ha procurado que las explicaciones de estos conceptos
sean lo mas claras posibles, basindose para éllo en ia resolucion de
problemas tomados de la faica, Al proceder a§i ademis del deseo
de lograr la claridad antedicha, le ha guiado el de mostmar que los
conceptos de las mateméticas “superiores” son ¢l reflejo matematico de las
propiedades de procesos reales que ocurren en la naturajeza y demostrar
una vez mas que las matematicas estan kigadas a la vida, y no al margen
de ella, que se desarrollan, y no son uma ciencis acabada
¢ invariablé. No todas las demostraciones y razonamientos contenidos.
en el libro se hacen con absoluta rigurosidad matemdtica. Algunos
de estos mzomamientos tienen caricter de aclaraciones,

Esta obrita puede utilizarse en el trabyjo de los circulos malematicos
y lisicos de las escuelas e institutos de segunda ¢tosefianza: para su
comprension bastan, los conocimientos que se adquieren en los primeros
nueve cursos de las escuclas de emsefianza media.









Lecclones populares
de matemétl_cas

En el afio 1981 aMir» pabiicara
Golovind 1., Yaglom I.
’ «lnducelén en 1a geometria»
Marknshévich A.
¢Areas ¥ logaritmos»
Markushévich A.
«Suceslones recurrentes»
Smogorzhevski A,
dE] use de le regla en las

construcciones geométricass

Editorial MIR

SR EANSRGENRRORAONRTEORENIONINIFIOeat b ot RERR OB



