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PROLOGO 

El presento libro est.á dedicado a los problemas relacionados cnl.-re 
sí de una nueva rama de las matemátic~s. Ja llamada geometría com· 
binatorta que en la actualidad se desarrolla impctuosament.c. Los pro
blemas que aquí se consideran están unidos por la idea general do la 
división de fi~ras en varias partes menores. ¿Qué se entfende por una 
"part.o menor"~ Esto puede ser comprendido de diferentes formas y 
es la causa de la aparición de los diferent.os problemas que se analizan 
en el presente libro. Todos los teoremas que aquí so demuest..ran son 
recientes en extremo; ol más antiguo fue hallado por el matemát.ico 
polaco Borsuk hace unos 40 años. Est.e teorema es el principio alrede· 
dor del cual se desarrolla la posterior exposición. El t.eorema más 
reciente acaba de cumplir un año. 

Los problemas que se estudian en el presente libro están al alcan
ce de los alumnos de los grados superiores. Al mismo tiempo, el 
libro aproxima al lecl.-or a una serie do problemas geométricos aún no 
resueltos. 

A este círculo de problemas, so dedica el libro de los mismos auto
res "Teoremas y problemas de geometrfa combinatoria" ("Ciencia", 
1965). Sin embargo, en él se prest.6 mayor aLCnción a los problemas 
que se croan en el espacio tridimensional o en los de mayor número 
de dimensiones. Por el contrario, el presente libro trata cxclusiva
ment,o los problemas rle la ~ometría en el plano. Gracias a esto, el 
libro puede ser empleado en los círculos de matemáticas de las e.scue
las. El libro "Teoremas y problemas de geometría combinatoria", 
que mencionamos anteriormente, será útil como libro de lect,ura para 
aquellos lectores que estén int.eresados por los problemas que en 61 
mismo se exponen. 

Las notas (1), ('), etc., quo se dan al final del libro, están calcu
ladas para lecteres con una preparación más elevada. 

Los autores 
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CAPlTULO 1 

DIVIS IÓN 
DE FIGURAS 

EN PARTES 
DE DIÁMETROS 

MENORES 

§ t. 
DIÁMETRO DE LA FIGURA 

Consideremos un círculo de diámetro d. La distancia 
entre cualesquiera de sus dos puntos M y N (fig. 1) no será 
mayor que d. Sin embargo, en el círculo pueden hallarse 
dos puntos A y B alejados el uno del otro a una distancia 
exactamente igual a d. 

N 

FIG. 1 FIG. 2 

A continuación, en lugar de un círculo analicemos cual
quier otra figura. ¿A qué podremos llamar "diámetro" de 
dicha figura? Lo señalado anteriormente, nos hace sugerir 
que podemos llamar diámetro de la figura a la mayor de las 
distancias ontre sus puntos. En otras palabras, llamaremos 
diáme tro d.e la figura F (Cig. 2) a una distancia d tal que, 
primeramente, entre cualesquiera d.e dos puntos M y N de 
la figura F la distq.ncia no sea mayor que d y que además, 
sea posible hallar en dicha figura, por lo menos, dos puntos 
A y B, entre los que la distancia sea exactamente igual a 
d(l). 



8 

Por ejemplo, sea la figura F un semicírculo (fig. 3). 
Designemos por A y B los extremos de la semicircunferencia 
que lo limita. En tal caso, es evidente que el díamctro de 

FIG. 3 

la figura F será la longitud del segmento A B. Generalmente, 
si la figura F es el segmento de un círculo limitado por el 
arco l y la cuerda a, entonces, si el arco l es menor que la 
semicircunferencia (fig. 4, a}, el diámetro de la figura F 

B 
/, 

l 

A 

ª' 
FIG. 4 

será igual a a (o sea, a la longitud de la cuerda); cuando 
el arco l es mayor que la semicircunferencia (fig. 4, b), el 
diámetro de la figura F coincide con el del círculo. 

Es fácil comprender que si F es un polígono (fig. 5). 

A 

B 

FIG. 5 



9 

su diámetro será igual a l a distancia mayor entre sus vérti
ces (S). Particularmente , el diámetro de todo triángulo (fig. 
6) es igual a la longitud de su Jado mayor. 

A 

FIG. 6 FIG. 7 

Señalemos aquí, que si el diámetro de la figura F es 
igual a d, dicha figura puede tener múltiples pares de pun
tos entre los cuales la distancia será igual a d. Por ejemplo, 
en la elipse (fig. 7) hallaremos sólo un par de semejantes 

FIG. 8 FIG. 9 

puntos, en el cuadrado (fig. 8) dos, en el triángulo regular 
(fig. 9) tres y en fin , en el círculo hay un número infinito 
de pares de tales puntos. 

§ 2. 

PLANTEAMIENTO 
DEL PROBLEMA 

Es fácil comprender, que si un círculo de diámetro d 
se corta por cierta línea MN en dos partes, por lo menos 
una do éstas tendrá el diámetro d. En efecto, si M ' os un 
punto d iametralmente opuesto al punto M, éste deberá 
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pertenecer a una de las dos partes y esta parte (en la que se 
encuentran los puntos M, M') tendrá un diámetro d (fig. 
10, a, b) (9). También está claro, que un círculo se puede 

a) 

FIG. tO 

dividir en tres partes y cada una de estas tendrá un diámetro 
menor que d (fig. 11, a, b). 

En virtud de lo dicho, un círculo de diámetro d no puede 
ser dividido en dos parles , de tal forma que el diámetro de 

a) b) 

FIG. 1 t 

cada una de éstas sea menor que d, pero satisfaciendo dicha 
condiei6n puede ser dividido en tres partes. Idéntica pro
piedad la tendrá un triángulo equilátero cuyo lado sea igual 
a d (si está dividido en dos partes, cualquiera de éstas 
deberá contener dos vértices del triángulo y entonces el 
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diámetro de esta parte será igual a d). Sin embargo, hay 
figuras que pueden ser divididas en dos partes de menor 
diámet ro (fig. 12, a, b). 

o.) b) 

FIG. 12 

Para cualquier figura F podemos considerar el problema 
de su división en partes de diámetro menor ('). El número 
mínimo de partes que en este caso son necesarias, lo desig
naremos por a(F). Por lo tanto, si F es un círculo o trián
gulo equilátero, a(F) = 3, mientras que si es una elipse o 
paralelogramo, a(F)=2. 

El eminente matemático polaco K . Borsuk (6), en el 
año 1933, planteó y resolvió ol problema de l os valores que 
puede tomar a(F). 

§ 3. 

TEOREMA DE BORSUK 

Como ya hemos visto, para ciertas figuras planas a(F) 
toma un valor igual a 2 , para otras, a 3. Se plantea la pre
gunta: ¿es posible encontrar una figura plana para la que 
a(F)>3. o sea, tal figura que al dividirla en partos de me
nor diámetro no sean suficientes tres partes y baya quo 
dividirJa en cuatro o en mayor número de éstas? Resulta 
que, en realidad, siempre son suficientes tres partes, es de
cir, os justo el siguiente teorema, establecido por Borsuk: 

Teorema 1. Toda figura plana F de diámetro d puede ser 
divtdida en tres partes de diámetro menor que d, es decir , 
a( F)-<3 . 

La parte principal de la demostración de dicho teorema, 
es el lema quo -el matemático húngaro Pall demostró en el 
año 1no: 
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Lema 1. Toda jtgura plana de diámetro d puede ser situa
da en un hexágono regular, en· el que la distancia entre sus 
lados paralelos es igual a d (fig. 13). 

FIG. 13 

Demostración. Tomemos una recta. l, que no interseque 
a la figura F y aproximémosla paulatinamente a esta últi
ma {muntcniéndola paralela a sí misma), hasta que la recta 
que desplazamos haga contacto con la figura F (fig. 14). 

FIG. H 
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La recta l1 obtenida, posee la propiedad do tener por lo 
menos un punto común con la figura F y además, dicha fi. 
gura se d ispone íntegramente sólo por un lado de la recta 
l1 . Tal recta se denomina recta de apoyo de la figura F(6). 

Tracemos, además, la sogunda recta de apoyo l1 paralela 
a l1 (fig. 1.4). Está claro, .que toda la figura F se encuentra 
en la zona entre las dos rectas l1 y l9 y, que la distancia en
t re dichas rectas no será mayor que d (ya que el diámetro 
de la figura F es igual a d) . 

A continuación, tracemos dos roctas de apoyo m1, mz 
paralelas de la figura F, que formen con l1 un ángulo de 60º 
(fig. 15). Las rectas l1 , l 2 , m1 , m9 formarán el pa.ralologramo 

FIG. 15 

ABCD, con un ángulo de 60° y altul'aS que no son mayores 
que d y en el que se oncuentra por completo la figura F. 

Seguidamente, tracemos dos rectas de apoyo p1 , p,. de 
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la figura F que formen con l1 un ángulo de 120º y designe
mos por M y N los pies de las perpendiculares bajadas a 
estas rectas desde los extremos de la diagonal AC del para
lelogramo (fig. 15). Podemos mostrar que la dirección de 
la recta l1 puede ser elegida de tal forma, que soa válida Ja 
igualdad AM CN. En efecto, supongamos que AM-:j;.CN 
y que AM<CN. Por lo tanto, la magnitud y= AM-CN 
será negativa. Seguidamonte, comencemos a variar ininte
rrumpidamente la dirección de la recta l1 de tal forma que 
ella gire hasta 180º (quedando la figura F inmóvil). Junto 
con la recta l1 , cambiarán su posición las demás rectas z,,, 
mi, ~. p1 , p1 (ya que su posición so determina por la de 
la recta ~). Por esta razón , al girar la recta 11 se desplaza
rán constantemente los puntos A, C, M , N(7} y por consi
guiente, variará constantemente la magnitud y= AM-CN. 
Pero cuando la recta l1 giro hasta 180º . ella ocupará la posi
ción que ocupaba anteriormente la recta l2 • Por lo tanto, 
obtendremos el mismo paralelogramo que se muestra en la 
fig. 15, pero en éste los puntos A y C, así como M y N , 
habrán cambiado sus "papeles". O sea, en esta posición 
la magnitud de y será positiva. Si a continuación, repr~sen
tamos el gráfico do la variaci6n de la magnitud de y, al girar 
la recta l1 dosde O hasta 180º (fig. 16), veremos qno puede 

o 

FJG. t6 

hallarse una posición de la recta li, con la que la magnitud 
de y se reduce a cero, es decir, AM =CN (ya que dicha. mag
nitud variando desde su valor negativo hasta el positivo, 
deberá en cierto momento ser igual a cero). Examinemos 
la posición de todas nuestras rectas, procisamento en el 
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momento cuando la magnitud de y es igual a 'cero (fig. 17). 
De la igualdad AM =CN so deduce que el hexágono formado 
por l as rectas Z1 , ¡,,, m11 m<J. , p1 , Ps es centrosimétrico. Cada 
uno de los ángulos de este hexágono es igual a 120° y la 

FIG. 17 

distancia entre sus lados opuestos no es mayor que d. Si la 
distancia entre las rectas p1 y P<A es menor que d, desplaza
remos dichas rectas {a distancias equivalentes) hasta que 
entre ellas, después de su desplazamiento, la distancia sea 
igual a d. De la misma manera procederemos con l as rectas 
l¡, lt y a continuación, con m1 , ~· Como resultado, obten
dremos un hexágono centrosimétrico (ángulos de 120º), 
cuyos lados opuestos están alejados unos de otros a una dis
tancia igual a d (hexágono punteado en la fig. 17). De todo 
lo dicho, se desprende que todos los lados del hexágono son 
iguales, es decir, que es regular y que Ja figura F se sitúa 
por completo en el interior de dicho hexágono. 

Demostración del teorema 1. Sea F una figura de diá
metro d. En virtud del lema demostrado anteriormente, 
la figura F está situada en el interior de un hexágono regu
lar, cuyos lados opuestos están recíprocamente alejados a una 
distancia igual a d. Es preciso de mostrar que d icho hexágono 
puede ser dividido en tres partes y que el diámetro de cada 
una de éstas será menor que d. En este caso la figura F tam~ 
bién se dividirá en tres partes y el diámetro de cada de 
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éstas igualmente será menor que d. La división en tres partes 
de un hexágono regular de la forma anteriormente indicada 
se muestra en la fig. 18 (los puntos P, Q y R son los puntos 
medios de los lados y O, el centro del hexágono). Para cer~ 
ciorarse de que los diámetros de las partes por separado son 
menores que d, es suficiente señalar que en el triángulo 
PQL, el ángulo Q es recto y por consiguiente, PQ<PL=d. 

FIG. 18 FIG. t9 

De esta forma, el teorema 1 queda demostrado. 
De la demostración del teorema 1 se deduce fácilmente 

que toda figura plana de diámetro d puede ser dividida en 
tres partes y el diámetro de cada una de éstas no será mayor 
que dy3¡2~0,8660 d (ya que de la igualdad PL=d se de
duce con facilidad que PQ=dYS/2; véase la figura 18) . Esta 
apreciación de los diámetros es la más ventajosa, ya que 
podemos ver con facilidad que un círculo de diámetro d no 
puede ser dividido en tres partes siendo el diámetro de cada 
una de éstas menor que d y"3¡2. 

En efecto, la parte cuyo diámetro es menor que d\/3¡2, 
corta en la circunferencia un conjunto situado en un arco 
menor que 1.20º y por esta razón, tres partes como la indi
cada no cubren por completo la circunferencia. 

§ 4. 

FIGURAS CONVEXAS 

¿A qué será igual el número a(F) para una figura F dada 
arbitrariamente de diámetro d? El teorema de Borsuk sólo 
nos da una apreciación de a(F) desde arriba: a(F)<3. Al 
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mismo tiempo, es evidente que a(F)~2 para cualquier fi
gura F. Es natural que se plantea el problema de aclarar 
para qué figuras planas F el número a(F) es igual a dos 

FIG. 20 

y para cuáles, a tres. La solución de esto problema se dará 
en el § 7. Al exponer esta solución, nos serán necesarias cier
t as nociones sobre figuras convexas, que examinaremos en 

FIG. 21 

éste y los dos párrafos siguientes, por lo general, sin de
mostraciones, sólo con ilustrativas explicaciones*). 

•) Una información más detallada sobro figuras 
convexas (y en particular, la demostración de las propiedades de estas 
figuras que se dan en la presente lección), nuestros lectores pueden 
encontrarla en los libros en idioma ruso; L. A. Lusternlk, Figuras con
vexas y poHgonos, Gostejisdat, M, 1956; l. M. Yaglom y V. G. Bol
tiaMki, Fí~ras convexas, Gostejisdat, M, 1951. A csLc tema cslá 
también dedicado el artículo "Figuras y cuerpos convexos" en el V 
tomo de la Enciclopedia do matemáticas elemcnt.al (págs. 181-269). 

2-19'.?2 
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Una figura F se llama convexa si junto con cada dos 
puntos A y B, ella contieno íntegramente el segmento AB 
que los une (fig. 19) . Por ejemplo, son figuras convexas el 
triángulo, paralelogramo, trapecio, círculo, segmento de 
un circulo, elipse, etc . (fig. 20). En la fíg . 21 se dan ejemplos 
que muestran figuras quo no son convexas . Las figuras re
presentadas en la fig. 20 son acotadas, pero también hay 
figuras convexas no acotada.s ("que se extienden al infini
to"): scmiplanos, ángulos menores de 180º, etc. (fig. 22). 

FIG. 22 

Los puntos de toda figura F pueden ser: interi-Ores y 
límüe (fronúra). So llaman interiores a aquellos puntos 
que por todos los lados están rodeados por los de la figura 
F. De este modo, si A es un punto interior de la figura F, 
entonces, un círculo de cierto radio (por muy pequeño que 
sea) con el centro en el punto A, pertenece íntegramente a 
la figura F (fig. 23). Al punto límite de la figura F pueden 
aproximarse cuanto se desee , tanto los puntos que pertene
cen a dicha figura, como aquellos que no le pertenecen (el 
punto B en la fíg . 23). Todos los puntos límites tomados en 
conjunto, forman cierta línea llamada contorno de la fi
gura F . Si una figura convexa F es acotada, su contorno 
lo formará Wla linea cerrada (véanse las figs. 19, 20) . 

P ara la posterior exposición, es importante señalar, 
que cualquier recta que pasa por un punto interior de una 
figura convexa acotada F , interseca el contorno de dicha 
figura s6lo por dos puntos (fig. 24) y que el segmento que 
une a estos dos puntos pertenece a In figura F , mientras que 
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la parte restante de dicha recta so encuentra fuera de los 
límites de dicha figura. 

Séa B cierto punto límite de la figura convexa F. Desde 
d icho punto , tracemos todos los rayos posibles gue pasen 

FIG. 23 FIG. 24 

por puntos de la figura F, diferentes de B. Dichos rayos 
ocuparán cierto semiplano (fig. 25,a), o cierto ángulo menor 
que 180º (fig. 25, b). En el primer caso, la recta que limita 

e 

A 

FIG. 25 

el semiplano es l a recta de apoyo de la figura F. Cualquier 
otra recta que pasa por el ·punto B, dividirá la figura en dos 
partos (fig. 26). es decir , no será la de apoyo. En otra.s pa
labras, en este caso, por el punto B pasa una sola roel a de 
apoyo de la figura F, llamada tangente a dicha figura en el 
punto B. En el segundo caso, (fig, 25, b), toda la figura F 
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está situada 'en el interior del ángulo ABC menor que 180° 
y por dicha razón, por el punto B pasa un número infinito 

FIG. 26 

de rectas de apoyo de la figura F (fig. 27). ParticuJarmenle, 
son de apoyo Jas rectas BA y BC. Los rayos BA y BC (tra-

FIG. 27 

zados on la fig. 27 con líneas gruosns) so d<mominan smú
tangenles a In figura F en el punto B. 

Considerando conjuntamente ostos dos casos, vomos que 
por cada punto límite B de la figura convexa F pasa, por 
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lo menos, una recta de apoyo de dicha figura. Si por el punto 
B pasa sólo una recta de apoyo de la figura F (fig. 25, a), 
dicho punto se llamará punto límite regular de esto. figura. 
Si por el punto B pasa un número infinito de rectas de apo
yo de la figura F, entonces llamaremos a B, punto anguloso 
(fig. 25, b). 

Ahora supongamos que F 1 y F, son dos figuras conve· 
xas. En este caso, la intersección de estas figuras (o sea, su 
parte común) también será una figura convexa (fig. 28). 
En la fig. 29, se muestran dos figuras convexas: el circulo 
F1 y el ángulo F3 , con el vértice en el centro del círculo; 
la intersección de las dos figuras es un sector circular. En 
la fig. 30 las dos figuras convexas F 1 , F, no son acotadas 
(cada una de ellas es una banda); la intersección do estas 
figuras forma un paralelogramo. Todo lo expuesto anterior
mente se refiere no sólo a dos figuras, sino que también a 
un mayor número de éstas: la intersección de cual.quier nú
mero {incluso infinito) de f iguras convexas, forma otra 
figura con.veza(8). En la fig. 31 so muestra que un polígono 
convexo se forma por la interserdón de un número finito 
de semi planos. El círculo (fig. 3¿.1 vo ~ ....... :.. .~n la intersección 
de semiplanos, pero su número es infinito. En general, 
cualquier figura convexa se puode representar como la in
tersección de un número infinito de semiplanos. 

Sean F una figura convex ... . r .. un punto que no perte· 
nece a ella . En este caso, existirá una recta que separa el 
punto A de la figura F, o sea, una recta por un lado de la 
cual está situada por completo la figura F, mientras que 
por el otro está situado el punto A (fig. 33). Esta propiedad 
de las figuras convexas, es característica : si cualquier punto 
que no pertenece a la figura F, puede ser separado de ella por 
una recta, dicha figura es convexa. En otras palabras, que 
si la figura F no es convexa, puede hallarse un punto que 
no pertenece a ella y que no pueda ser separado de la figura 
F por ninguna recta (fig. 34). 

En resumen señalemos que para toda figura. F d~ diá-
metro d, existe una figura convexa mínima F, en la que F 
puede estar situada por completo; dicha figura (fig. 35) 
llamada cubierta (cápsula) convexa de la figura F, también 
tiene el mismo diámetro d. Es posible que la figura F sea 
discontinua, es decir, que conste de dos o varias partes in
dependientes y sin embargo, incluso en este caso, puede 
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FIG. 28 FIG. 29 

FIG. 30 F1G. 3t 

L 

FIG. 32 FIG. 33 

FIG. 34 FIG. 35 
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ser hallada su cubierta convexa. Por ejemplo, en la fig. 
36, se muestra la cubierta convexa de la figura F formada 
por dos partes independientes F1 , F9 y el punto A. 

Podemos representar la cubierta convexa de la forma 
siguiente: por la parte exterior de la figura F se tensa un 
hilo flexible (de "goma") : entonces, la línea por la que se 
dispone el hilo será el contorno de la cubierta convexa F. 

FIG. 36 

Sin embargo, esta descripción sólo es ilustrativa. La defi
nición exacta de la cubierta convexa, se expone de la forma 
siguiente. Es preciso considerar todas las figuras convoxas 
que contienen la figura F; en este caso, la intersecci6n de 
todas ellas será la cubierta convexa de la figura F. En efec
to, de acuerdo con lo dicho anteriormente, la indicada in
tersección será una figura convexa. Es también claro, que 
dicha intersección contiene a la figura F y es la figura 
convexa mínima que posee dicha propiedad. 

§ 5. 

FIGURAS DE ANCHO 

CONSTANTE 

Supongamos que F es una figura convexa acotada y l, 
una recta. Tracemos para la figura F dos rectas de apoyo 
paralelas a l . La distancia h entre las dos rectas de apoyo se 
llama ancho de la figura F en dirección a l. Al examinar 
la fig. 37, es fácil deducir que la altura del triángulo equi
látero es simultáneamente su ancho mínimo mientras que 
su lado, el máximo. El ancho del círculo es igual en cual
quier dirección , es decir, igual a su diámetro. Puede pare
cer que el círculo es la única figura convexa que tiene esta 
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propiedad. Sin embargo, esto no es así: hay una multitud 
infinita de figuras de ancho constan te, es decir, de aquellas 
figuras cuyo ancho es igual en todas las direcciones. El 

FIG. 37 FJG. 38 

ejemplo más sencillo de tal figura es el triángulo de Reµ
leaux, mostrado en la fig. 38. Es la intersección de tres círcu
los de radio h, cuyos centros están situados en los vértices 
de un triángulo equilátero, cuyo lado es igual a h. 

En general, si F es un polígono regular con un número 
impar de vértices y si h es la longitud de la mayor de sus 

FIG. 39 FlG. 40 

diagonales, entonces, uniendo cada dos vértices adyacentes 
con el arco de una circunferencia de radio h con centro en el 
vértice opuesto, obtendremos una figura de ancho constante h 
(fig. 39). La indicada construcción también tiene lugar en 
el caso cuando un polígono de diámetro h con número impar 
de lados sea irregular, pero de cada uno de sus vértices par
ten dos diagonales de longitud h (fig. 40). 



Las figuras de ancho constante tienen una serie de pro
piedades interesantes; aquí s6lo indicaremos algunas do 
las más sencillas•). 

FIG. 41 FIG. 42 

Señalemos, ante todo, que el diámetro de una figura de 
ancho constante es igual a su ancho: d=h. Por cada uno de 
los puntos límites de la figura do ancho constante d pasa, 

FIG. ii3 

por lo menos, un diámetro de esta figura (o sea, una cuerda 
de una longitud d). De esto se desprende que para toda fi
gura F · de anchó constante es i·áltda la igualdad a ( F) =3. 

•) La demostración do dichas propiedades pue4c 
encontrarse en el libro do 1. M . Yaglom y V. G. Boltlanskl indicado 
en la pág. 19. 
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Además, el contorno de la figura de ancho constante d no 
puede ser div idido en dos partes de menor diámetro. Esto 
so demuestra de la misma manera que para la circunferencia 
(pág. 11 y observación (8)). 

Dos diámetros cualesquiera de una figura de ancho cons
tante siempre se intersecan (en el interior de la figura o en 
su contorno, fig. 41, 42). En este caso, si dos diámetros AB 
y A C tienen un punto Um ite común A , entoncos, el arco 
BC de radio d con centro en el punto A, se encuentra ínte
gramente en el contorno de la figura (fig . 42). 

Señalemos, en fin, que si F es una figura de ancho cons
tante y AB, su diámetro, las rectas l 1 y lt que pasan por 
los puntos A y B y que son perpendiculares al segmento AB 
serán rectas de apoyo de la figura F (fig. 43). 

§ 6. 

INTRODUCCION 

DE UNA FIGURA 

EN OTRAS DE ANCHO 

CONSTANTE 

Rotorncmos a l a fig. 39 y designemos por M ol polígono 
regular que está representado en ella y por F, la figura de 
ancho constante que lo contiene. De esta forma, el polígono 
M de diámetro d está situado en la figura F de ancho cons
tante d. 

P ara los polígonos regulares con un número par de lados, 
tal construcción no es factible. Sin embargo, en este caso 
sigue siendo válido que un poligono regular con diámetro 
d puede ser introducido en una figura de ancho constante d 
(fig. 44) . Es interesante señalar que para un polígono re
gular con un número impar de vértices, existe una sola 
figura de ancho constante y del mismo diámetro que lo con
t iene. Para un polígono regular con un número par de lados, 
la figura de ancho constante (y del mismo diámetro) que lo 
contiene no es una sola. Por ejemplo, un cuadrado de diá
metro d, puede estar situado no sólo en la figura que se 
muestra en la fig. 44, sino que también en el círculo circuns
crito que, como es evidente, es una figura de ancho cons
tante d. 
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Todo lo expuesto anteriormento sobre la posibilidad de 
introducir polígonos regulares en figuras de ancho constante 
tiene una generalización de gran importancia. Tiene lugar 
ol siguiente teorema~ 

Teorema 2. Toda figura de diámetro d puede ser introduci
da en cierta figura de ancho constante d. 

Con objeto de demostrar este teorema, establezcamos 
proviamcnte una noción y demostremos tres lemas. 

Sea F una figura plana arbitraria, cuyo diámetro no es 
mayor que d. Es claro, que podemos encontrar un círculo 

FIG. 44 FlG. 45 

de radio d que contenga por completo la figura F (por ejem
plo, si A es un punto arbitrario de la figura F, el círculo 
de radio d con centro en A contiene por completo a F). La 
intersección de todos los círculos de radio d que contienen 
la figura F, la designaremos por F• y la llamaremos d-ex
tensi6n (o bien, simplemente extensi6n) de la figura F. 
Por ejemplo, si F es un triángulo equilátero con lado d, 
F* será un triángulo de Reuleuax (fig. 45). 

De la definición dada, se desprende que la extensi6n de 
una figura convexa F (con diámetro que no sea mayor que 
d), también será una figura convexa. 

Lema 2. Sea F una figura de diámetro d. Entonces su ex
tensi6n F• tiene también un diámetro d. 

Demostración. Supongamos que A y B son puntos ar
bitrarios de la figura F•. Tomemos un punto arbitrario M 
do la figura F y examinemos el círculo KM de radio d con 
contro en el punto M (fig. 46). Este círculo contiene por 
completo la figura F y por consiguiente, es uno do aquellos 
círculos que en su intersección forman la figura F*. Por 
esta razón, esta última figura estará contenida en el cír-
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culo KM. En particular, el punto A pertenece al círculo 
KM y por lo tanto 

AM~d. 

Así, AM ~d para todo punto M de la figura F. Por 
consiguiente, el círculo KA de radio d y con centro en el 
punto A, contiene toda la figura F (fig. 47) y por lo tanto, 

FIG. 46 FIG. 47 

es uno de aquellos círculos que en su intersección forman la 
figura F•. De todo lo dicho se deduce que l a 'figura F* está 
situada por completo en el círculo KA. En particular, el 
punto B pertenece al circulo KA y por lo tanto AB~d. 

De ese modo, la distancia entre los puntos arbitrarios A 
y B de la figura F* no>sobrepasa ad, es decir, el diámetro 
de esta figura no es mayor que d. Pero a su vez, no es menor 
que d, ya que la figura F* contiene por completo la figura 
F de diámetro d. 

Lema 3. Sean F una figura de diámetro d y F*, su exten
st6n . Supongamos, además, que M es un punto límite arbi
trario de la figura F•, y l una línea de apoyo de F• que pasa 
por el punto M. En este caso, el círculo K 1 de radio d, que hace 
contacto con la recta len el punto M y que está situado por 
el mismo lado de la rec tu. l que la figura F, con tiene por 
completo la figura F• (ftg. 48). 

Demostración. Supongamos quo el círculo K1 no con
tiene l a figura F*, es decir, que se puede hallar un punto A 
que pertenece a la figura F* y que se encuentra fuera dol 
círculo Kr. Tracemos por los puntos M y A una circunferen
cia S de rad io d, cuyo centro esté situado por ol mismo lado 
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de la recta l que l a figura F• (fig. 4.9). Y a que la ciicunfo· 
rencia S se diferencia de la del círculo K 1, la primera no 
hará contacto con la recta l en el punto M, es decir , inter
seca la recta l. Por consiguiente, el arco AM de l a circun
ferencia S (menor que semicircunferencia) interseca la recta 

t 

FIG. 48 FIG. 49 

l, o sea, que en el arco A M se halla un punto X situado por 
el lado de la recta l opuesto a la figura F•. Supongamos 
a continuación que K es un círculo arbitrario de radio d, 
que contiene la figura F. En este ca.so, este círculo contie
ne también la figura F• (ya que K es uno de los círculos 
que en su intersección forman la figura F•) y por lo tanto , 
los puntos A y M pertenecen al círculo (C En virtud de lo 
dicho, se desprende que el círculo K contiene por completo 
el arco AM; en particular, el punto X pertenece al círculo 
K. Así, todo círculo de radio d que contiene una figura F, 
contiene simultáneamente el punto X y por esta razón, 
este punto pertenece a la figura F* a pesar de que l es la 
recta de apoyo de la ligura F*. Esta contradicción demues
tra el lema dado. 

Lema 4. St F es una figura convexa de diámetro d y no 
es una figura de ancho cons tante, existe una figura convexa 
H de dtámetro d que contiene la figura F y que es diferente 
d~ ella (y que por consiguiente, tiene una área mayor) 
('). 
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Demostración. Examinemos la extensión F* de la figura 
F. Si esta última no coincide con F*, la figura 

H=F* 

es la que buscamos: contiene la figura F, su diámetro es 
igual a. d y, evidentemente, tiene una área mayor que la 
de la figura F. 

A continuación, supongamos que la figura F coincide 
con F*. Como F no es una figura de ancho constante d, 
pueden hallarse dos líneas de apoyo paralelas l' y l'' de la 
figura F l a distancia entre las cuales es menor que d. Desig
nemos por M el punto común de la recta l' y la figura F 
y por K, un círculo de radio d que hace contacto con la recta 
l' en el punto M y que está situado por el mismo lado de 
la recta l' que la figura P (fig. 50). 

FJG. 50 

Designemos por A el centro del círculo K. El punto A 
no pertenece a la figura F (ya . que AM =d y la d istancia 
ontre l' y l" es menor que d) . De acuerdo con el lema 3, 
el círculo K contiene por completo l a figura F=F•. Por 
consiguiente, para t odo punto M de la figura F, el segmen
to AM no es mayor que d. En otras palabras, la figura F' 
formada por F y el punto A, tiene un diámetro d. La cu
bierta convexa H de la figura F' (fig. 50), t ambién tiene 
un diámetro d. Y a quo el área de Ja figura H es evidente
mente mayor que la de la figura F (recordemos que el pun
to A no pertenece a F) , l a figura H es la incógnita . 
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Demoslración del teorema 2. Sea F una figura de diá
metro d. Si su extensión F* es una figura. de ancho constan
te, el teorema es válido. 

Supongamos a continuación, que F• no es una figura 
de ancho constante. Estudiemos las más diversas figuras 
ele diámetro d que contienen la figura F*. Ya que toda 
figura de diámetro d se encuentra por completo en cierto 
círculo de radio d, ol área do cualquiera de estas fi guras no 
sobrepasa a 7tcP. Llamemos k al mayor de aquellos números 
enteros que demuestran que existo una figura de diámetro 
d que contiene a F* y que tieno una área mayor o igual a k. 
Elijamos una de tales figuras y dcnominémosla ,H0 • Es 
evidente que H0 posee las siguientes propiedades: tiene diá
metro d y toda figura de diámetro d que la contiene, tiene 
una área mayor que la de la primera sólo en 1 (ya que de 
lo contrario, en lugar do k se podría t omar k-1-1). 

Ahora, designemos por k1 el mayor de aquellos números 
enteros que demuestran que existe una figura convexa de 
diámetro d que contiene a H0 y que tiene una área mayor 

o igual a k+ :~.Entre dichas figuras , elogimos una y l a 
llamamos H1 • Así, H1 contiene la figura H 0 , t iene un diáme
tro d y toda figura convexa de diámetro d que contiene H 1 , 

supera al área de H 1 en no más de 1/10. 
Exactamente, del mismo modo, trazaremos la figura 

convexa H 2 de diámetro d, que contiene la figura ll1 y que 
posee la propiedad de que toda figura convexa de diámetro 
d que contiene Hs. supera su área en no más de 1/100. A con
tinuación, realizamos tal construcción para 1/1000, etc. 

Al efectuar esta construcción, pueden presentarse dos 
posibiJidades: bien en cierto momento de la indicada cons
trucción se obtiene una figura H ni que es ya de ancho cons
tante d (y en la que acaba la construcción), o bien ninguna 
de las figuras H n será de ancho constante y obtendremos 
una serie infinita de figuras convexas H0 , H 1 , ••. , Hn, ... , 
cada una de las cuales se contiene en la siguiente. En el 
primer caso, cuando la construcción termina en la figura 
Hn. que tiene ancho constante d, dicha figura H11 será evi
dentomento la buscada. En el scgund-o caso, designamos 
por H el conjunto de todas las figuras H0 , H1 , ••• , H 11 , ••• 

En otras palabras, H consta de todos aquellos puntos, cada 
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uno de los cuales pertenece a cualquiera de las figuras 
Hn(10). 

La figura Hes convexa. Efectivamente t supongamos que 
A y B son dos puntos de dicha figura. En este caso, A per
tenecerá a cierta figura H 11 mientras que B, a cierta figura 
H,," Para mayor certeza, sea n~m. Entonces, la figura 
Hm se encuentra por completo en Hn· Por consiguiente, 
los dos puntos A, B pertenecen a la figura H n y junto con 
ellos, a dicha figura pertenece el segmento AB. Pero en este 
caso, el indicado segmento pertenece a la figura H, lo que 
significa que dicha figura es convexa. 

Más adelante, vemos con evidencia que el diámetro do 
la figura H es d. Naturalmente, supongamos que A y B 
son dos puntos arbitrarios de la figura H. Entonces, como 
vimos anteriormente, estos dos puntos pertenecen a cierta 
figura H11 • Y como el diámetro de H11 es igual a d, AB~d. 

Demostremos finalmente, que H es una figura de ancho 
constante d. Supongamos lo contrario. En este caso, en vir
tud del lema 4, existe una figura convexa H' de diámetro 
d que contiene la figura H y cuya áre.a es mayor. Sea n tal 
número natural que la diferencia de las áreas de las figuras 
H' y H, es mayor que 1/10". Por lo tanto, la diferencia 
entre las áreas de las figuras H' y H n indudablemente se
rá mayor que 1/tün. Pero este resultado, contradice a la 
elección de la figura Hn. La contradicción mostrada, fi
naliza la demostración del teorema. 

§ 7. 

¿PARA QU.€ FIGURAS 

c(F) =31 

Como ya señalamos, hay casos cuando una figura de 
diámetro d sólo puede ser completada unívocamento hasta 
otra figura de ancho constante d (como por ejemplo, en el 
caso de un polígono regular con número impar de lados). 
En otros casos, tal operación no puede realizarse unívoca
mente. Otro ejemplo de figura, que permite hallar variadas 
soluciones para completarla basta otra de ancho constante, 
puede ser un círculo del que se ha cortado un segmento con 
un arco que sea menor que la semicircunferencia . El diá-
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metro d de esta figura F es, por lo visto, igual al d iámetro 
del círculo inicial K. Por lo tanto el círculo K es una de las 
figuras de ancho constante d que contieno la figura F . Otro 
tipo de complmnc11to hast.a unn fig11rl\ de ancho constante 
se muestra en la fig. 51 (en la que AN =N B=CA =BD = 
=d y --AB, -DN, -CN, son acros de radio d). 

N 
FIG. 51 

Ahora, retornemos al problema de la definición de las 
figuras F para las que a (F) = 3, que fuo planteado al prin
cipio del § 4. En el presente párrafo , daremos la solución 
de este problema baHada por V. G . . Boltianski el año 1969. 

Teorema 3. Para una figura plana F de diámetro d, la 
igualdad a( F) =:~ es válida en el caso y sólo en el caso cuan
do la figura F se completa unívocamente hasta una figu
·ra de ancho constante d. 

Por ejemplo, para todo polígono regular F con número 
impar de lados es válida la igualdad a(F)=3, mientras 
que para todo polígono regular con número par de lados, 
a.(F)=2 (la última igualdad está cJara directamente; véase 
la fig. 52). Así mismo, un círculo con un segmento cortado 
(vé'asc la Hg. 51) satisface la igualdad a(F) =2 (lo que tam
bién está claro directamente¡ véase la fig. 53). 

Demostremos una sorie de proposiciones auxiliares, antes 
de pasar a la domostración del teorema 3. 

3-19:?2 
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Lema 5. Sea Fu.na figura plana convexa de d iámetro d. 
Si existe un circulo de radio d que contime la figura F y 
cuyo centro no pertenece a la figura F*, en tal caso la figura 

FIG. 52 

F se completa no unfoocamente. hasta otra figura de ancho 
constante <l. 

Demostración. Sea K un círculo tle radio d que contiene 
la figura P y cuyo cen tro A no pertenece a la. figura F*. 
Como esta última es la intersección de todos los círculos 

FIG. 53 

de radio d que contienen la figura F y ya que el punto A 
no está situado en la figura F*, podemos hallar un círculo 
K' de radio d que contiene la figura F y no el punto A. 
Llamemos B al centro del círculo K' (fig. 54). Claro está, 
que la longitud del segmento A B es mayor que d (ya que el 
círculo K' no contiene el punto A). 

Más adelante, uniendo el punto A a la figura /!, obte
nemos una figura discontinua F', cuyo· diámetro, como se 
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ve [ácilincnLc, :será igual a d. (Efecti vamente, la d istancia 
desdo el "nuevo " punto A hasta toao punto de la figura /? 
no es mayor quo d, y a que F se encuentra en el circulo K). 
De est a misma forma , uniendo el punto B a l a figura F, 
obtenemos una figura ~iscontinua F'', cuyo diámetro es 
igual a d . Tomemos a continuación, cualquier figura <D' 
de ancho constante d y que contiene la figura F' y otra cual
quier figura <D" de ancho consta.nto d y que contiene la fi-

/( 

FIG. 54 FIG. 55 

gura F' ' (esto puede ser realizado de acuerdo con el teore
ma 2) . Claro es tá que las figuras <I>' y <D" no pueden coinci
dir (ya que AB> d y por lo tanto, ninguna figura de ancho 
constante d no puede contener los dos puntos A y B). Sin 
embargo, on cada una de las figuras <D' y <!>", puede encon
trarse la figura F. Por esta razón , F se completa hasta otra 
figura de ancho constante d no un[vocamente. 

Lema 6. Sea F una figura de diámetro d y <D, una figura 
de ancho constante d , que contiene la figura F. En tal caso, 
<I> contiene por completo la figura F•. 

Demostración. Sea A un punto arbi trario que no pertene
ce n la figura <I>. Tracemos una recta l que separa el punto A 
de la figura <I>. Designemos por l' y l" las rectas de apoyo 
de la figura <D, paralelas al y por By C, los puntos comunes 
de estas rectas y la figura <I> (fig. 55) . En tal caso, el seg
mento BC es perpendicular a l as rectas l', l" y tiene longi-

3' 
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tud d. Llamemos Kc a un círculo do radio d. cuyo centro 
está situado en el punto C. Este círculo, contieno por com
pleto la figura <l> y a consecuencia de esto, contiene también 
l a figura F. Por lo t anto, Kc es uno de los círculos que en 
su int ersección forma la figura F*. Por consiguiento, F* 
so encuentra integramento en el círculo Kc. Como el punto 
A no pertenece al círculo Kc, tampoco JJertenece a Ja figura 
F* . Pues bien, si el punto A no pertoneco a la figura ([), 
tampoco pertenece a F*. Lo cual significa, que F* está 
por completo s ituada en la figura <l>. 

Lema 7. Una figura F de diámetro d se completa unívoca
mente hasta otra figura de ancho constante d en el caso y 
s6lo en el caso cuando su extensión F* es también una figu ra 
de ancho constante d. 

Demostración. Seau F* una f igura <lu anch o co11sla11lc d 
y /f , una fi gura arbitraria de nncho constaute d, quo contie
ne F. En v trtud dol lema 6, la figuro. 11 deho lambién conte
ner por completo la figur¡\ F*. Ya <1ue Jl~' e:; una figura 
de ancho constan te d, do aquí so desprondc t¡uc Ji co incide 
con F*. De ese modo F so complete\ uní vocamente hasta 
una figura da anfho constante d. 

Supongamos ahora , que F* no es una figura d~ ancho 
constante d. Entonces, se puede trazar dos rectas de apoyo 
paralelas l, l' de la figura F* l a distancia entre las cuales 
es menor que d (fig. 56). Sea M el pu11to en el que la recta 

M 

FlG . 56 FIG. 57 

l hace contacto con la figura F*. Designemos por K1 a un 
cí rculo de radio d , que hace contacto con la roctn l en el 
punto M y que está s ituado por el mismo Jado do In rcctn 
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l que la figura F* . En virtud del loma :1 el círculo K1 con
tiene l a figura F*. Es evidente que el cenLro A del círculo 
K1 no pertenece a la figura F* (ya que esta. última está 
8ituada on l a banda ent re l as rectas l, l', mientras que el 
centro A está dispuesto fuera de d icha banda). Pero en tal 
caso, en virtud del lema 5, la figura F se completa no uní
vocamente has ta otra figura de ancho constante d. 

Lema 8 . .S i al cumplir las condiciones del lema :1 , el 
punto M no pertenece a la figura F , pueden ser hallados ta
les dos puntos A, 8 de dicha figura situados en la circunfe
rencia del círculo K1 , que el arco A 8 de dicha e ir e un fcrencia 
(menor r¡ue semicircunferencia) contiene a l punto M (fig. 
57). 

Demostración. Des ignemos por N a un punto del círcu
lo K1• diametralmente opuesto a l punto M . Para simpli
ficar el lenguaje, pongámonos de acuerdo considerar la recta 
l "horizontal" y que el círculo K 1 se encuentra " debajo" 
do dicha recta l (fig. 57). Si la semicircunferencia izquierda 
determinada por los puntos M y N , no contuviera ningún 
punto de la figura F, se podría desplazar el círculo Ki a la 
derecha e incluso entonces, el círculo desplaza<lo K' conten
dría la figura F (y por lo tanto, Ja figura F*). Pero en tal 
caso, la figura F• estaría en la intersección de los círculos 
Ki y K' y l a recta l no podría ser de apoyo do la figura F* 
(fig. 58). Este razonamiento muestra que la semicircunfe
rencia izquierda contiene el punto A (por lo menos, uno) 
de la figura F (fig. 57). Análogamente, la semicircunferencia 
derecha cont iene el punto B de la figura F . Luego, ya que 
los puntos A, B, M pertenecen a la figura F*, AM ~d, 
BM ~d y por lo tanto, aquél de l os dos arcos, det erminados 
por l os puntos A y B en la circunferencia del círculo Ki, 
que contiene el punto M, será menor que la semicircun
ferencia (es incluso menor que la sext a parte de la circun
ferencia , ya que AB~d). 

Lema 9. ~ i la f igura F tiene un diámetro menor r¡ue d. 
su d-extensión F* también tiene un diámetro menor que d . 

Demostración. Designemos por d' el diámetro de la fi
gura F, pero de t al modo que d' <d. Seguidamonte, llamemos 
F' a la d' -extensjón de la figura F, mientras quo a su d-ex
tensión seguirnos llamándola F*. Supongamos que el punto 
M del plano no pertenece a la figura F', es decir, existe un 
círculo K' de radio d1 que cont iene la figura F, pero no 
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contiene el punto M. Designemos por A al punto del círculo 
K' más cercano a M (fig. 59) y tracemos un círculo K de 
radio d que contiene el círculo K' y que hace contacto con 
el último por su interior en el punto A. Es evidente, que el 
círculo K tampoco contiene el punto M (pero contiene la 
figura F), de lo que se desprende que M no pertenece a la 
figura F•. O sea, que si el punto M no pertenece a la figura 

N 

FIG. 58 F1G. 59 

F', tampoco perten~ce a la figura F• y por lo tanto, F* 
está situada por completo en la figura F'. Pero la d' -exten
sión F' de la figura F de diámetro d', en virtud del lema 2 
t.iene un diámetro d'. Por consiguiente, el diámetro de la 
figura F* no es más de d', es decir, es menor que d.. 

Demostración del teorema 3. Sea F una figura de diá
metro d que se completa no untvocamente hasta otra figura 
de ancho constante d. Demostremos, que a( F) =2. En 
efecto, supongamos que a>1 y <D117 son dos distintas figuras 
de ancho constante d que contienen F. Está claro, que 
se puede hallar un punto límite A de la figura <D1 que se 
encuentre dentro de la figura a>, . Por el punto A podemos 
trazar una recta de apoyo l1 de la figura Cl>1 . Sea z.. la segunda 
recta de apoyo de la figura a>1, ]>aralela a l1 y B, el punto 
de encuentro de dicha recta con la figura a>1 (fig. 60). En 
tal caso, la recta AB es ,perpendicular a las rectas l,, /s . 
Demostremos que la recta AB divide la figura F en dos 
partes y que cada una de ellas tiene un diámetro menor 
que d. 

Admitamos, por el contrario, que cualquiera de estas 
partes tiene un diámetro igual a d, es decir, por un lado 
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de la recta AB se encuentran los puntos C, D de Ja figura F 
que están uno del otro a una distancia igual a d. Entonces, 
los segmentos AB y CD son diámetros de la figura <D1 de 
ancho constante (recordemos que la figura <D1 contiene la 
figura F ) y por lo t anto, los segmentos AB y CD deben in
tersecarse en un punto que es interior para Jos segmentos 
AB y CD , o tener un punto extremo común. La primera 
suposición es imposible, y a que los puntos C, D se s itúan 

FIG. 60 PIG. 61 

por un mismo lado de la recta AB. Por consiguiente, los 
segmentos AB y CD deben tener un punto extremo común. 
Pero el punto B se encuentra fuera de la figura <1>9 (ya que 
A está dentro de dicha figura y A B =el) y esto significa que 
también, fuera de la figura F mientras que los puntos C, 
D pertenecen a dicha figura. Por lo tanto, el punto B no 
puede ser punto extremo común de los segmentos AB y 
CD. En resumen, el punto A situado dentro de la figura <D2 , 

está alejado de cualquier punto de <111 a menos que d y por 
esta razón no puede coincidir con el extremo del segmento 
CD, situado en <D1 y que tiene una longitud igual a d. 

La contradicción que hemos obtenido, nos demuestra 
que cada una de las partes en las que la recta AB divide 
la figura F, tiene un diámetro menor que d y por lo tanto 
a(F)=-2. 

Supongamos a continuación que la figura F de diámetro 
d se completa unívocamente hasta otra figura de ancho cons-
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tante d. Mostremos que en este caso a( F) =3. Admitamos, 
por el contrario, quo a (F)=2, o sea, que podremos repre
sentar F como el conjunto de dos figuras Q1 , Q2 , ambas 
con diámetros menores que d. Ya que F se completa uní
vocamente hasta otra figura de ancho constante d, F• tam
bién es una figura de ancho constante d (lema 7). Des igne
mos por Q; y Q; la d-extensió n de las figuras Q1 y Q,. 
En virtud del lema 9, cada una de las figuras Q; y Q~ 
tiene un diámetro menor que d. 

Designemos por r el contorno de l a. figura F*. Sea M 
un punto arb itrario de la curva r. Si el punto M pertenece 
a la figura F , es evidcnto que M se encuentra en el con
junto de las figuras Q1 y Q?. y, adomás, sin duda se encuentra 
en el conjunto de las figuras Q; y Q;. Supongamos ahora, 
que el punto M no pertenece al cónjunto F. Tracemos una 
recta de apoyo l de la figura F* que pasa por el 'flunto M y 
un r,írculo K1 de radio d guc hace contacto con l a recta l 
en el punto M y está situado por el mismo lado de Ja rect a 
l que la figura F* (fig. 61) . El centro N de dicho círculo 
pertenece a la figu ra F* (ya que M N ..L l y M N =d, es de
cir, M N es el diámetro do la figura F* do ancho constante 
d). Ya que el punt o M no pertenece a la figura F , segµn 
el lema 8, se encontrarán dos -puntos A, B do la figura F 
situados en la circunferencia del circulo K1 y que en ella for
man el arco A B (menor que semicircunferencia) que contiene 
el punto M . De esta forma AN=BN =d, o sea, AN y BN 
son diámetros de la figura F* de ancho const ante d. De 
aquí se deduce que N es un punto anguloso de la curva r 
y que el arco AB pertenece por completo a dicha curva , ya 
que M es un punto regular (no anguloso) de Ja curva r . 
En virtud de lo dicho, está claro que el punto N debe per
tenecer a la figura F (pues en caso contrario, cambiando 
los "papeles " de M y N, podríamos mediante un razona
miento análogo obtener que M es un punto anguloso y N 
no angu loso de la curva r) . 

Debido a que el punto N pertenece a Ja figura F , deberá 
estar s ituado, por lo menos, on 11n:1 de las figuras Q1• Q,. 
P ara mayor ccrtoza, supongamos quo el punto N pertenece 
a la figura Q1• Y A. que AN = BN = d y el conjunto Q1 tiene 
un diámetro menor que d, los punt os A, B no pertenecen al 
conjunto Q1 • P ero como ambos puntos pertenecen a la figu· 
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ra F, tanto A como B, están situados en la figura Q2 • El 
arco AB de radio d que contiene el punto M , pertenecerá , 
evidentemente, a cualquier círculo de radio d, que contiene 
los puntos A y B . En particular, dicho arco pertenece a 
cualquier círculo de rad io d que contiene a la figura Q,. 
De aquí se deriva que el punto M pertenece a la figura Q;. 
Análogamente, si N pertenece a la figura Q.,_ , M pertenece 
a la figura Q;. De ese modo, en todo caso, el punto M per-
tenece al conjunto de las figuras Q; y Q;. 

Pues bien, todo punto M de la línea r (que pertenece 
o no a la figura F), se t~ncucntrn en el conjunto de las fi
guras Q; y Q;, es decir . la línea r puede ser dividida en 
dos partes, cada una de las cuales tiene un diámetro menor 
que d. Pero esto no es posible, ya que r es el conlorno de 
una figura de ancho constante (véase Ja pág. 28). La contra
dicción obtenida, finaliza la demostración del teorema 3(u). 

En conclusión señalemos que en virtud del loma 7, el 
teorema demostrado puede ser formu lado de la siguiente 
forma: 

Sea F una figura de diámetro d; la igualdad a( FJ =3 
será válida cuando y sólo cuando F* es una figura de ancho 
constante d. 

Señalemos también el s iguiente interesante• hecho: 
Para toda figura plana F de diámetro d tiene lugar la 

igualdad a( F) =a( F*). 
En efecto, si a(F) = 2, ex isten dos diferentes figuras 

<1>1 , <1>1 de ancho constante d que contienen la figura F. 
Entonces, en virtud del lema 6, la figura F* se contiene 
en cada una de las figuras «1>1 , <Ds , es decir, la figura F* 
se completa t ambién no unívocamente hasta otra figura de 
ancho constante d. Por consiguiente, a(F*) =2, es decir . 
a(F*)=a(F). Pero si a(F)=3, entonces, sin duda, a(F*)=3. 



CAPITULO 11 

DIVISIÓN 
DE FIGURAS 

EN EL PLANO 
DE MINKOWSKI 

§ 8. 

EJEMPLO EVIDENTE 

Si como unidad de longitud se ha tomado el segmento 
LM, la longitud de un segmento arbitrario AB se deter
mina como un número igual a la razón AB : LM. La lon
gitud del segmento AB sólo depende de su magnitud y no 
depende en absoluto de su dirección y disposición. Sin em.
bargo, en ciertos problemas, surge la necosidad do dar otra 
definición de la longitud del segmento, en la que ésta tanto 
depende de su magnitud como de su sen tido. Para determi
nar la longitud desde este punto de vista, hay que prefijar 
por separado la unidad de longitud para cada dirección. 
Una interesante definición de este género, fue propuesta a 
finales del siglo XIX por el conocido matemático alemán 
G. Minkowski. Dicha definición, se examina en el presente 
párrafo. Para acluar su carácter, estudiemos primeramente 
un ejemplo evidente. 

Supongamos que nos encontramos en una gran ciudad M. 
En el plano de esta ciudad, la mitad de las calles están 
trazadas verticalmente por todo su territorio, mientras 
que la otra mitad, horizontalmente (fig. 62). Alguien (una 
persona), desea ir (a pie o en automóvil) desde el punto A 
de dicha ciudad, al B. ¿Cuál es en su imaginación la "dis
tancia., entre estos dos puntos? 

Sin duda alguna, teniendo el plano de la ciudad, es po
sible trazar con una regla el segmento AB y medir su longi
tud. Sin embargo, en nuestra ciudad, tal distancia podría 
ser sólo imaginaria, ya que para desplazarse por el seg
mento AB sería necesario pasar a través de las paredes de 
las casas*). Conviene considerar como la distancia real 

•) Suponemos que nuestro .. Alguien,. no posee la 
capacidad del personaje principal de la pelicula "El hombro que pasa 
·8 través de las paredes". 
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entre los puntos A y B la longitud de la quebrada ACB, que 
so muestra en l a fig. 63. Además de ACB, hay una serie de 
otros caminos reales desde A hasta B de esta misma longi
tud (fig. 64), pero caminos más cortos no hay. 

A 

8 e 

FIG. 62 FIG. 63 

Si en el plano de la ciudad se introduce un sistema de 
coordenadas, cuyos ejes se t racen a lo largo de dos calles 
recíprocamente perpendiculares, en virtud de lo dicho an
teriormente, está claro que la distancia real entre los pun
tos A (.z1 , y1) y B(:z:., y1) de nuestra ciudad M (o sea, la 
longitud del "segmento" A B en la geometría de dicha ciu
dad), es igual a 

lon.MAB = lxs - Xil + IY2 -Yil e•> 
(fig. 65) . Al aprender a determinar la "distancia" entre 
dos puntos de la ciudad M , se puede plantear el problema 
de encont rar en ella un círculo unidad , o sea , conjuntos 
de todos aquellos puntos que se encuentran a una "distan
cia", desde el origen de coordenadas O, que no sobrepase a 
la unidad. Ya que el punto O tiene coordenadas (0,0), se-
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gún la fórmula (*), la distancia desde el punto O hasta el 
punto C(x, y), será igual a 

lon.MOC = lx + y¡. 

E K A 

H ¿ N 

D 
G 

'.M 

BP ,. _____ _, 
e 

Ion. ACB==lo11. AEFB •lon. ANHFB • 
:lo11 AKlHGDPB = ..• 

FIG. 64 

!J 

FIG. 65 

Por consiguiente, en esta ciudad el "círculo mudad" 
so determinará por la desigualdad 

\xi + IYI ~ 1. 
Ahornes claro que en el plano de estn ciudad el indicado 

círculo unidad se representa por un cuadrado (fig. 66). 

( -1,0) (f.O) 

FlG. 66 FIG. 67 

Haciendo uso de d icho círculo unidad, podemos ya deter
minar las distancias entre dos puntos cualesquiera, de la 
forma que se ha indicado al principio del presente párrafo. 
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Precisamente, si se dan dos puntos arbitrarios A y B. ha
llaremos en el contorno del "círculo unidad .. tal punto e 
debido a lo que OC ll AB y entonces, la longitud del seg
mento AB será igual a la razón AB : OC. 

Esta idea, es decir, considerar como círculo unidad cier
ta figura convexa centrosimétrica, es la base de la geo
metría de Minkowski en el plano*). 

§ 9. 

PLANO 
DE MINKOWSKI 

Sea G una figura awtada plana convexa, siinHrica con 
respecto a cierto punto O (fig. 6í). Designemos por r Ja 
curva que limita la figura G. Supongamos que la unidad de 
longitud que corresponde a la dirección l, es ol segmento 
OL del rayo paralelo a dicha dirección desde el punto O 
hasta el punto L de intersección de este rayo con la línea r . 
La longitud del segmento A 8 con respecto al nuevo sistema 
de escalas, se determina en este caso por la razón AB: OL 
donde OL es la unidad de longitud paralela a la direc-

-+ 
ción l, que se determina por el vector AB. (En el caso, en 
que el punto A coincide con el punto B, es natural consi
derar, que la longitud de AB es igual a cero). En lo sucesi~ 
vo, la longitud del segmento AB respecto al sistema de es
ca.las, creado por la figura G, la designaremos con el símbolo 
lon.aAB. Es evidente que lon.aOM = 1 en aquol caso y 
sólo en aquel caso, cuando el punto M se encuentra en la 
curva r. Si dicho punto está situado en el interior de la. 
figura G. entonces lon.aOM < 1 y por el contrario, si el punto 
M está fuera de G, lon.aOM>L 

Señalemos que si la figura G coincide con el círculo, 
llegaremos a una definición habitual , en la que la longitud 
del segmento depende sólo de su magnitud, pero no de su 

*} Sobre otros métodos de medición de las distan· 
cías (y además, a qué llamamos distancia en sentido matemático ge
neral), el lecLor pueae leer el libro de Y. A . Shrelder lQué e.s la distan
cia? (Serie "Lecciones popular11s de matemáticas", publicación 38, 
"Fismatguis" , 1963). 



4() 

Jít'occión , 111 ÍlHllra::> q uu s i G es un cu ad rntlo (fi~. Gll), llcga
romos a Ja definición de Ja longitud examimula en d 1>á
rrafo precedento. 

Indiquemos a con~inuación, las f)ropiedades principales 
do la nueva definición de la longitud. Como ya sabemos, 

lon.GAB .>O, 
tenitrndo en cuenta que el signo de igualdad en esta reln· 
ción tiene luga r únicamente cuando los puntos A y B coin
ciden. Además, de la sirnctria central do Ja figura G se de· 
duce la igualdad 

lon.0 AB = lon.0 BA. 
Y por últimQ, si A 8 y CD son segmentos paralelos y 

además , AB: CD = k , entonces 
lon.0 AB = k · loo.0CD. 

Hasta ol momento , no h emos hecho uso de la convexi
dad de la figura G. R esulta que l a convexidad do la figura G 
asegura la validez de una de las rnás importantes propie
dades de la n ueva longitud: 

Desigualdad del triángulo. En todo triángulo ABC, la 
longitud de uno de sus lados ( respecto a las e.<1calas deter
minadas p or la figura G) no es mayor que la suma de las 
longitudes de dos otros lados. 

Demostración. Supongamos, qua 
lon.GBC =a, Ion.GAG= b, lon.oAB = c. 

A continuación . tracemos en la figura G los "radios" OP -y OQ en la misma dirección que los vectores BC y -CA (fig. 68). Luego tomemos en el segmento OP un punto 
M ta], que OM : MP =a: b y t racemos en el t riángulo 
OPQ el segmento MN 11 OQ. Obtendremos (teniendo en 
cuenta la semejanza de los triángulos OPQ y MPN ) 

lon.00M = OM: OP = ª ~ b' 

1on.0 MN =MN: OQ=MP: OP = a;d' 
Por consiguiente, 

BC: OM = Ion.cBC : lon.oOM = a: a~b =a+ b, 

CA : M N = Ion.0CA: lon .0MN = b:a~b= a+ b. 
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De ese modo, BC: OM=CA : MN; además, LBCA= 
= L..OMN. De aquí resulta que los triángulos BCA y OMN 
son semejantes y por esta. razón, AB 11 ON y AB: ON= 
= a+b, o sea, que lon.cAB: lon.aON=a+b. Así , 

FlG. 68 

e 

=a+b· 

p 

Pero los puntos P y Q pertenecen a la figura G. En virtud 
de la convexidad de dicha figura , todo el segmento l'Q per
tenece a ella y en particular, el punto N pertenece a la 
figura G. De aquí se desprende que l a longitud lon .aON~ 1, 

es decir, a~b ~ 1 Q bien , finalmente, c~a+ b. Esto s igni
fica que 

lon.aAB ~ Ion.aBC + lon.aAC. 

El plano, en el que las escalas de longitudes se dan 
por medio de cierta figura convexa centrosimétrica G, se 
le llama plano de Minkowski. La propia figura G, se la 
llama círculo unidad del plano de Minkowski. 

Sea r cierto número y C, un punto arbit rario del plano 
do Minkowski. E l conjunto de puntos A , alejados del pun
to C a una. distancia menor que r, es decir, que satisfacen 
la e-0ndición lon .aCA~r. se llama en la geometría de Min
kowski círculo de radío r. Señalemos que s i dos puntos A 
y B pertenecen a un mismo círculo de tadio r, ent onces l a 
distancia entre ellos no será más de 2r¡ en realidad , s i C 
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es el centro de este circulo, en virutd de la desigualdad del 
triángulo, 

Ion.oAB <: lon.cAC + lon.aBC ~ r + r = 2r. 

Para que podamos imaginarnos claramente como se 
representa un círculo en el plano de Minkowski, recorde
mos la definición de la honiotecia. Sea F cierta figura plana. 
Tomemos en el plano un punto arbitrario O y además, un 
número positivo k. Para todo punto A de la figura P , en
contremos on el radio OA un punto A' tal que OA': OA = k 
(fig. 69). El conjunto de los puntos A' obtenidos de dicha 

F 

FIG. 69 

mam~ra , representará una nueva figura F'. El pa~o de la 
figura F a la figura F' se llama homotecia con centro O y 
coeficiente k y la propia figura F' se llama homotécica 
respecto a la figura F. Si F es una figura convexa , también 
lo será la figura F' homotécica a ella (y si el segmento AB 
pertenece por completo a la figura F, el segmento A' B1 

pertenece por completo a la figura F ' ). 
Señalemos que si el coeficiento de homotecia k es menor 

quo la unidad, la figura F' (que es homotécica a F con 
coeficiente k), será una "copia reducida" de F y si k>i. 
será una "copia ampliada". 

Ahora, ya podemos .formular la siguiente afirmación 
que nos da la descripción de todos los círculos en el plano 
de Mi nkowski: cierta figura es en el plano de M inkowski 
un, círculo de radto r:;t:1, cuando y sólo cuando ella es homo
técica a un circulo unidad G con coeficiente. de homotecia 
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igual a r . Esta afirmac.ión se demuestra fácilmente y por 
lo tanto la dejamos en manos de nuestros lectores. 

Sea F cierta figura en el plano de Minkowski y G, su 
círculo unidad. Igual que en la geometria corriente, llama
remos diámetro de F (véase la pag. 9) a la máxima de 
las distancias entre los puntos de dicha figura, o sea, al 
mayor de los números lon.0 AB, donde A y B son puntos 
arbitrarios de la figura F (compárese con la nota (12). 

Es fácil comprender que si el diámetro de la figura F 
no es mayor que d, el círculo KA de radio d con centro en 
el punto arbitrario A de la figura F, contiene por completo 
toda esta figura (fig. ·70). Y por el contrario, si todo círcu-

FIG. 70 FIG. 71 

08 . C
o;:¡"v'2 

lo tal contiene la figura F, el diámetro de ésta no supera 
a d. 

Como ejemplo, examinemog un plano de Minkowski, 
en el gue como círculo unidad sirve el cuadrado que so re
presenta en la fig. 66. Es fácil comprend~r, que el círculo 
"corriente" circunscrito a su alrededor (y que se determina 
por la desigualdad x2+yª~1 y que, por consiguiente, en 
la geometría corriente tiene un diámetro igual a 2), posee 
en la geometría de Minkowski un diámetro igual a 2 V2 
(fig. 71). 

Sea l cierta recta y A un punto que no está situado en 
ella. Examinando los círculos de diferentes radios con 
centro en A, entre ellos se puede encontrar sólo uno para 
el que la recta l será de a poyo. El radio r de dicho círculo 
se llama distancia. desde el punto A hasta la recta l. Tal 
denominación se explica porque si B es un punto arbitra
rio de la recta l, dicho punto o bien se encuentra fuera del 
círculo elegido (fig. 72) y entonces Ion. c.AB> r, o bien 
t-1922 
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se encuentra en el contorno do dicho círculo y entonces, 
lon.0 A B=r. Do esta forma, la distancia desde el punto A 
a la recta l (como en l a geometría corriente) es la mínima 
distancia desde A hasta l. 

Señalemos que en la geometría de Minkowski la distan
cia desde el punto A hasta la recta L no se mide, hablando 
en general , por la perpendicular bajada del punto A a l a 
recta l (véase la fig. 72). Además, es posible que en la recta 
l se halle no sólo un punto próximo al A, sino un segmento 
quo conste de los puntos más cercanos (fíg. 73). 

l 

FIG. 72 FIG. 73 

Es fácil comprender que si l y m son dos rectas parale
l as, la distancia desde cualquier punto A de la recta l has
ta la recta m no depende en absoluto de la posición do A 
en la recta l (lo mismo que la distancia desdo un punto 
arbitrario en la recta m basta la recta l ). Esta distancia se 
llama distancia desde la recta l hasta la rec ta m. Si, por 
ejemplo, l y m. son dos rectas paralelas de apoyo del círcu
lo unidad G, la distancia entre ellas es igual a dos (fig. 74). 

Sea F una figura convexa arbitraria, situada en el plano 
de Minkowsk i y G, su circulo unidad y sean l y m dos rec
t as paralelas de apoyo de dicha figura. La distancia entre 
las rectas l y m se llama ancho de la figura F en la direc
ción l. El diámetro de la figura arbitraria F, es el ancho 
máximo de dicha figura F(12) . 

Tomemos, por ejemplo, en calidad de círcul o unidad G, 
el cuadrado representado en la fig. 66 y sea F un círculo 
corriente, circunscrito alrededor de dicho cuad rado G. En 
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este cnso, el ancho de la figura F en la dirección paralela 
al lado del cuadrado G, será igual a 2 V2. mien tras que el 
ancho de la. íigura F en la dirección paralela a la diagonal 
del cuadrado G, será igual a 2. De lo dicho se deduce que 
en la geometría de Minkowski, el círculo no es una figura 
de ancho constante. Por lo general, s i la figura F (en la 
geometría de Minkowski, con círculo unidad G) tiene en 
todas l as direcciones un mismo ancho igual a d , entonces 
en dich a geometría, F es una figura de ancho constante. 
Por ejemplo, si el círculo unidad G es un hexágono regu-

FIG. 74 FIG. 75 

lar, el triángulo equilátero representado en l a fig . 75, es 
una figura de ancho constante. 

Es interesante señalar que toda figura acotada convexa 
F que contiene puntos interiores, (es decir, no es un seg
mento o un punto), es una figura de ancho constante en 
cierta ( ¡y sól o en una!) de las geometr ías de Minkowski (13). 

De lo dicho es claro que para el caso del plano de Min
kowski se difunden todas las definiciones examinadas en 
los §§ 4, 5 (el diámetro de l a figura convexa, ancho, figu
ras de ancho constante, etc.). Por esta razón, es convenien
te examinar en el plano de Minkowski los problemas trata
dos en el primer capítulo. A continuación, pasamos a exa
minar estos problemas. 
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§ 10. 

EL PROBLEMA 
DE BORSUK 

EN EL PLANO 
DE MINKOWSKI 

Sea F, una figura situada en un plano de Miukowski y 
designemos por G su círculo unidad. Llamemos d el diá
metro de la figura F en esta geometría. Examinemos para 
F, un problema sobre su división en partes de menor diá
metro. Designemos por llG (F) el número m[nimo de partes, 
necesario para resolver dicho problema . Es evidente que 
tanto el diámetro de toda la figura, como el de sus partes 
por separado depende en alto grado de la geometria de Min
kowski en la que se examina este diámetro, (es decir, de
pende del círculo unidad G). Por eso, el número aG (F) 
también depende esencialmente de la elección del círculo 
unidad G. 

Por ejemplo, al determinar ordinariamente la longitud 
se puede dividir el paralelogramo en dos partes de menor 
diámetro (fig. 12, b). Si este paralelogramo se examina en 
el plano de Minkowski, en que el propio paralelogramo 
juega el papel de círculo unidad G, entonces, el "diámetro" 
de todo el paralelogramo y el de sus partes, es, evidente
mente , igual a dos (en el plano de Minkowski la "longitud" 
de cada lado y de cada diagonal del paralelogramo G, es 
igual a dos). Por tal causa, en el caso a examinar, el para
lelogramo G no puede ser dividido en tres partes de menor 
"diámetro". Sin embargo, cuatro partes serán suficientes 
para efectuar tal división (fig. 76). 

FlG. 76 
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En otras palabras, en este caso ao (G} =4. Esto nos 
muestra, que para ciertas figuras F y G, puede sor válida. 
la desigualdad ac (F)> a (F). H ay, sin embargo, casos cu
ando aa(F)< a (F). En efecto si G es un cuadrado y F, 
un círculo, es fácil advertir que a0 (F) = 2 (fig. 77), mien
tras que a(F)=3. 

FIG. 77 FIG. 78 

El problema do la determinación de la magnitud de 
a0 (F) fue estudiado el año 1957 por el matemiítico ameri
cano G. Grünbaum , al que pertenece un teorema, muy 
próximo al teorema 4 que más adelante formulamos . 

Teorema 4. Para cualquier figura plana acotada F es 
válida la relación 

ao(F) ~ 4, 

al mismo tiempo el signo de igualdad se obtiene únicamente 
en el caso cuando la cubierta convexa de la figura F es un. 
paralelogramo Jwmotécico a G (o sea, si la figura F contiene 
cuatro puntos que son. los vértices de un paralelogramo ho
motécico a G, con coeficiente de homotecia d/2, donde d es 
el diáme tro de la figura F). 

La dcmostrn.ción de este teorema se da más adolnnto 
(en el § 14). 

Los resultados del § 7 también permiten hacer intere
snnLcs generalizaciones respecto a la geometría de Min
kowski. 
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1'\11te t.odn, cxnmincrnos el caso, cuando l'I CÍl'Culo 1111i
dnrl d el p lano de Mínkowski e:-; c il'rlo irnrall•logrnmo C. 
E11to11c-cs es vál ido el siguiente 1.coroma: 

Teorema 5. Sea F cierta figura d<! diánu>lro d, situada 
m el plano de M tnkou .. c:ki y cuyo circulo unidad es un para
lelownmu C. La igualdad 

ar;(F) = 2 

til.'12<' l11 gar 1inicamen te en el caso. si la f ignm /i' no con f ie
ne tre.~ puntos que son lo!I vértices de un triángulo equillí
tero con lado ig ua l a d. 

Claro está que aciuí ~e trala ele un triángulo ecplil :tt.<~ro 
on ol se.ni. ido de la métrica de l\1inkow8ki que tratamo!>. 

Demostración. AdniiLamo~ qul' Fe·~ una fi gnrn q11 c c-on
ticnc tres punto.i:; A . B, C, que ~un los vért. ico~ ch> 1111 triá n
gulo <~c¡uilátcro co11 h11lo igual n d. E~ c•vidc>n\e que 11ingúu 
conjunto do 11 n el i{unct.ro monor que d. no ¡l\lcdc cou tenor 
dos de estos puntos . De aquí so dc:;prcndl• q1H' aa (F)?-a. 

Supongamos, a continuación, q1w la figura F 110 eon
ticme tres pmüos quo son los várt iccs d e un lri<h1g11 lo equi
látero con lado d . Trnc:omos c.ua lro r l'ctas do apoyo lp l2 , 

fnt, m2 de la figura F, paralelas n los 1ados dl.' l ¡rnr all' logra
mo G (fig. 78) . EKtns r ectas forman t•I paralelogramo A JJCD 
que co11tic11l' la figura F. Como los l ;1dos de d icho parn lc
logrnrno son rcC·tn~ ck apoyo de la figura F. t•11 ca1ln uno 
de .su:; lados so Li Clll', por lo rnt•nos , un pu11lo do dicha íigurn. 

s1~a K un punt o de la figura F f. it 11acl 11 (' 11 l'l Sl'glll cll LQ 
A 11 y l, otro punto do esta figura on el $c>grrw111.o CD. Y n 
qu e los ¡n111tos K y J, pcrLe11ccc11 ;t la fignm F, 1n 
lou.GKL.< d. Por corn;iguicntc, lll clisl.ancia <.111 tn1 cicrlos 
¡Hrnto~ do las rccl.as l 1 y l~ no es mnyor que d y por Ju la11-
Lo , 111 distHncia entre dichnH n ietas, tampoco ser1í 111ay<>r 
que d. Dt~ forma análoga, se clenrnc>slra c¡ 11 e la di~ln 1wía 
cut.ro las r t1<;tas m1 y m2 , tampoco l':; mayor c¡110 d. 

Supougam ui- q110 la d is tancia onlre Jas 1•t•rlas / l y /"?. 
ef' t1U'rw 1· q11c d; crnt onCl'S, trazando 1111a r <.'1.:l.:1 m , paral ola 
n m 1 y m2 y qul' inl.cr st'qH<'· l'l parnl.ologrn.m<> A NCD (fig. í!J) , 
di v id imos ¡1 tli cho parnlologramo (~· por lo laulo n la fig11-
1·11 F) ~11 do~ p;1rl.1•s . r<Hln 11nn ti« la~ (' U;ilv" 1 il'lll' 1111 di;Í
m olr11 111(.•11or <J •Hl d . Por c:o11 :-> igt1il1 11tc, N l l':.:ll' c11su ª G (F) · 2. 
Aniílogamcn Lc , s i la distancia onlrc las rcctns m 1 y m-,, 
es mcmor que d, aG (F)=2. No::; quotla por cxar11i111.1.r el 



<:.a:-;o, c uand o la •lis la11eia o ut.ro l1 y lz y m 1 y m2 es igual 
a d, o sen, cuando D A BCD es 111 1 círcu 1 o do radío d/2. 

Supo ngamos, primoramc11Lo, qnu u inguno ele l o~ puntos 
A , e 110 JH~rLenoco a la f igura F. E.'.S í:'icil ver, ontonccs, 
q1w Ja recta A C el i vide )a figura F on dos partes y q uo o! 
düímetro do cada una de ellas t!s menor que d. Efccli vu.
mcnto. (.\n est o coso se puedo trazar dos rcclas n 1 , n2 para~ 
lulas :t Ja di agontll BD y que cortan dol pa ra lologramo 
ABCD uu hHágono quo cont. icrnu la figura F (fíg. 80) . 

FIG. 79 FIG. 80 

La recta. A C di v id o a dicho hexágono y. sim ultá nea.mente, 
a la figura F en dos partos, cada una de las cualc~ t iene 
un diámetro menor que d (fig. 81). Do ose modo a<; (F} = 2 . 

Se demuestra nnálogamcnto quti si ninguno de Jos pun
tos B, D no pertenece a la fi gu ra F , a0 (F) = 2. 

P or último, examinemos el caso ~n que por lo menos 
uno de l os puntos A, C y además , uno de los puntos B, D 
pertenecen a la figura F . Pero tal c.t1so no es roal. En ver
dad, supongamos quo por l o m<~ nos uno do los puntos A , C 
(digamos, el punto A), pl'rWn<icc a la figura F y que, ade
mñs, tam bién pertenece a dicha figura F , por 1 o monos, 
uno de los puntos B D (diga mos, el punto B). Sea L un 
punto del segmento CD que pertenece a l a figura F (recor
demos que CD es una recta de apoyo de d icha figura) . 
Entonces (véase l a fig. 82), la 

lon.oAB = lon.cAL = lora.0 8L = d, 
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os decir, ABL es un triángulo equilátaro con lado d. Pero 
esto contradice a la suposición de que Ja figura F no con
tiene tres puntos que son los vórtices de un triángulo equi
l átero con lado igual a d. 

FIG . Si FIG. 82 

Es decir, que ol teorema queda demostrado. 
Comparando los teoremas 4 y 5, podemos fo rmular la 

siguícnte afirmación que soluciona por compluto el pro
blema de hallar la mngnitud a0 (F), cuando G es un para
lelogramo: 

Si una figura F de diámetro d contiene cuatro puntos 
que son los vértices de un para lelogramo homotécico a G, 
con coeficiente de lwmotecia igual a d/2 (fig. 83), aG (F)=4; 
si esta condición no se cumple, pero la figura F contiene 
tres puntos que son los vértices de un triángulo equilátero 

I 
I 

A~~~!IJ 
FIG. 83 FIG. 84 
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con lado igual a d (fig. 84), entonces, aa (F)=3; e.n todos 
los demás casos, ac (F ) = 2. 

De esta forma, el problema del cálculo completo de la 
magnitud aa (F) está resuelto en dos casos: en el § 7 so da 
la soloción do dich o problema por métodos de la geometría 
habitual (os decir, cuando G es un círculo), mientras que 
en ol párrafo presento, se ha expuesto la solución de este 
mismo problema, cuando G es un paralelogramo. En todos 
Jos de.más casos, la solución de dicho problema se descono
ce por los autores : sólo se sabe, (véase el teorema 4), que 
2~ac (F)~3. Y consideremos que es verosímil la siguiente 
hipótesis: 

Sea F una figura do diámetro d en el plano de Minkow
sk i con circulo unidad G que no es un paralelogramo. Para 
que la igualdad ac (F)=3 tenga lugar, es necesario y sufi
ciente que se cumplan las dos siguientes condicines: 

1. La figura F so compl eta unívocamente hasta otra 
figura de ancho constante en la geometría de Minkowski 
que se examina. 

2. Si F* es la extensión de la figura F (es decir, la 
intersección de todos los círculos de radio d que contienen 
la figura F), de cada dos rectas de apoyo paralelas de la 
figura F* , entre las que la distanci a es igual a d, por lo 
menos, una de ellas tiene un punto común con la figura F . 

Señalemos que si la figura G es un círculo ordinario, 
la segunda condición es superflua: se puede demostrar que 
so desprende de la primera. En el caso general, la condi
ción 2) es necesaria, de lo que nos convenceremos gracias 
al siguiente ejemplo: sea F un círcul o corriente y G, la 
figura representada en la fig. 85. Entonces, como se ve 
fácilmente, la figura F se completa unívocamente hasta 
otra figura de anch o constante (la única figura de ancho 
constante quo contiene a F es G), o sea , que la condición 
1) se cumple. La condición 2) no se cumple. Pero al mismo 
tiempo, ac (F)=2 (véase la línea punteada on Ja fig. 85). 
De esta forma, sól o el cumplimiento de la condición 1) no 
es suficiente, en el caso general, para satisfacer la igual
dad a0 (F)=3. Y esto es debido, primeramente, a que 
a0 (F), en general , no coincide con el número ao (F) (fig. 85). 

No fue anteriormente demostrado el teorema 4 que nos 
da la estimación de la magnitud de a0 (F). Por ejemplo, 
do dicho teorema se desprende que para la figura F=G, 
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Licnon Jugar las siguientes afirmaciones: aG (G) = 4. si G 
os un paralelogramo y aG (G).1' 3 en todos Jos domás cusos. 
Pero la igualdad aG (G) = 2 no es real (Jo que se demuestra 
Jo mismo que cuando Ges un círculo, ¡lág. 10) . Entonces, 
s i G no os un paralelogramo, a0 (G) = 3. 

En aquollos casos, cuando G os un círculo corriente, 
o paralelogramo, su división on tres y cuatro par.tes de 
monor diámetro, se muestra en ]as figs. 86 y 76. En estos 

FIG. 85 FIG. 86 

casos. cada una de las partes no sólo es de menor diámetro, 
sino que también so cubro con un círculo de diámetro menor 
de acuerdo con l a geometría de Minkowski. Es natural 
que surja Ja suposición de que en dicha geometría lo mismo 
sucederá con todo círculo G. En otras palabras, surge la 
siguiente suposición: 

Toda figura convexa ccntrosimétrica G diferente del 
paralelogramo, puede ser dividida en tres partes, cada una 
do las cuales se cubre con u na figura homotécica a G, con 
coeficiente de homotecia menor que la unidad (es decir, 
con u n "círculo" de menor "diámetro"). 

Dicha suposición es válida en realidad 110 sólo para 
figuras centrosimétricas, sino que también parll toda fi
gura convexa. A la demostración do este hecho (y sobre 
su principio, del teorema 4) se dedica el siguiente capítulo. 



CAPlTUJ,,O Ill 

RECUBRIMIENTO 

DE LAS FJG URAS 

CONVEXAS POR 

HOMOTF..CICAS 

§ 11. 
PLANTEAMIENTO 
DEL PROBLEM A 

En el presento capítulo vamos a analizar el siguiente 
problema. Sea dada cierta figura F plana, convexa y aco
tada. Se debe determinar el número mínimo de "copias 
redlicidas" homotécicas de F con las que dicha figura puede 
ser cubierta por completo. Designemos este número mínimo 
por b(F). Con mayor exactitud, la igualdad b(F)=m s ig
nifica que existen tales figuras F1 , Fi • . .. , Fm. que son 
homotécicas a F con ciertos centros de homotecia y coefi
cientes de hornotecia menores que la unidad y que en su 
conjunto, l as figuras FJt Fs. . .. , F m cubren la figura F 
por completo (fig. 87)¡ al mismo tiempo, el número m es 

FJG. 87 

mm1mo, o sea, para resolver nuestro p roLlema no es sufi
ciente un número de figuras homotécicas menor que m. 

El año 1960, l. C. Gojberg y A. S. Markus , plantearon 
el problema de los valores que puede tomar b(F). Con cierta 
anterioridad, este mismo problema (poro formulado do 
otra forma), fue estudiado por el matemático alemán 
F. Levy. 
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Como ejemplo, examinemos el caso cuando la figura F 
es un círculo. Entonces, las figuras homotécicas menores 
son círculos arbitrarios de menor diámetro. Es fácil com
prender que con dos círculos tales no es posible cubrir el 
círculo inicial F, es decir, b(F)~3. En efecto, sean F1 
y F2 dos círculos de menor diámetro y 0 1 y O,, sus centros 
(fig. 88). Tracemos por el centro O del círculo inicial F 

FIG. 88 FIG. 89 

una perpendicular a la Jínea de los centros 0 1 0 2 • Esta 
perpendicular interseca la circunferencia del círculo íni~ 
cial F por dos puntos A y B. Por ejemplo, supongamos 
que el punto A está situado por el mismo lado de Ja recta 
0 1 0 2 que ol punto O (si la recta 0 10 9 pasa por el punto O, 
entonces se puede tomar cualesquiera de los puntos A, B). 
En tal caso, A01~AO=r, AO,~AO=r, donde r es el 
radio dol circulo F. Como los radios de los círculos F 1 
y Fs son menores que r, el punto A no pertenece a ninguno 
de ellos, o sea, que los círculos F 1 , F2 no cubren totalmente 
el círculo F. 

Por otro lado, es fácil cubrir el círculo F con tres círcu
los de diámetro un poco menor (fig. 89). De ese modo, 
si Ja figura es un circulo, b(F)=3. 

Examinemos otro caso cuando F es un paralelogramo. 
Es claro que ningún otro paralelogramo, homotécico a F 
con coeficiente de homotecía menor que la unidad, no puede 
contener simultáneamente dos vértices del paralelogramo 
F. En otras pala-hras, los cuatro vért.ices del paralelogra-



61 

mo F deben pertenecer a cuatro diferentes paralelogramos 
homotécicos, es decir, que b(F)~4. No obstante, cuatro 
figuras homotécicas son evidentemente suficientes (fig. 90). 
Por consiguiente, s i la figura es un paralelogramo, b(F) =4. 

FIG. 90 

§ 12. 

OTRA FOflMJ\ 
DEL PROBLEMA 

Al problema del recubrimiento de figuras con las homo
técicas menores, so le puede dar otra forma que lo apro· 
xima al problema de Borsuk para Ja división de figuras 
en partes de di ámetro menor. 

Sea F una figura convexa y G, cierta parte de ella . 
Consideraremos que la parto G de la figura F tiene un ta
maño igual a k, si existe una figura F' homotécica a F con 
coe[icicnto k que contiene G, sin embargo, ninguna figura 
homotécica a F con coeficiente menor que k, no contiene 
por completo G(14). Es evidente, que si una parte de G coin
eide con toda la figura F, su tamaño es igual a 1. Por esta 
razón, para cualquier parte G de la F que no coincide con la 
figura F , su tamaño k~L Sin embargo, no se debo pensar 
que si la parte G no coincido por completo con la figura F, 
su tamaño k obligatoriamenlc es menot que Ja unidad . 
Por ejemplo, si F es un círculo y la parte G, un triárlgulo 
acutángulo inscrito en él (fig . 91), el tamaño de la parto 
Ges igual a la unidad (ya que ningún círculo de menor diá
metro no contiene por completo ol triángulo G). Si e-l ta
maíio do la parte G de Ja figura F k<1. , la Jlamnromo):; 
parte de menor tamaño. 
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Haciendo uso de la noc1on del tamaño, podremos dar 
a la dt~finición de la magnitud b(F) otra forma: b(F) es un 
número mínimo de partes de menor tamaño en las que se 
puede dividir la figura convexa F. Es fácil comprender, 
que esta definición de b(F} es equivalente a Ja a.nterior . 
Efoct ivamcmto, sean F1 , Ft., ... , Fm figuras homotécicas 

FIG. 91 

menores que C\1brcn a la figura F. Designemos por G1 , 

G,, ...• Gm a las partes de la figura F que se cortan de ella 
por l as figuras F 1 , F2 , .. . . Fm. Es e.vidente, que cada una 
de las partes G11 fJ9 , .. ., Gm de la figura F, tiene un ta
maño menor quo l a unidad. Entonces, si la figura F puede 
sor cubierta por m figuras homotécicas menores , olla podrá 
ser dividida en m parles de tamaño menor. Y a la inversa, 
si la figu ra F puede ser dividida en m partes G1, G •. h ••• , 

Cm de menor tamaño, existen las figuras F11 F2 , •• ., Fm, 
que contienen rcspoctivamento las partes G1 , G2 , • •• , Gm 
y que son h omotécicas a F con coeficientes menores que 
l a unidad. Estas figuras F11 F,., .. ., F m• precisamente, 
forman el recubrimiento de la figura F con las homotéci
cas monorcs . 

De esta manera, el problema del recubrimiento de una 
figura convexa con figuras homotécicas menores, puede 
ser también formulado como el problema de la diuisi6n de 
la figura F' en partes de menor tamaño. Esta forma , nos 
aproxima. mucho al problema de Borsuk exam inado ~n el 
capítul o I. 

Sin embargo, l a rel ación enLrc estos dos problemas, no 
es únicamente exterior. En realidad , s i la figura F t iene 
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un diámetro d. la figura homotécica a F con coeficiente k, 
tiene un diámetro kd. De aquí se íiesprende que si la figura 
convexa F tiono un diámetro d, cualquiera do sus partes 
de menor tamaño es, simultáneamente, parte de menor 
diámetro. (A la inversa, esta afirmación no es válida; por 
ejemplo , nn triángulo equilátero inscrito en el círculo F 
de diámetro d, es una pa rte de menor diámetro, pero tiene 
un tamaño igual a la unidad, véase la fig. 91). Por lo lan
to, si una figura convexa F puede ser dividida en m partes 
de menor tamaño, con mayor razón puede iser dividida en 
m partes de menor diámetro (pero, hablando en general, 
no a la inversa , como vemos en el ejemplo del paralelogramo). 

De esta forma, para toda figura convexa F, es válida la 
desigualdad 

a(F) -<: b(F). 

Señalemos que el problema de la división en partes 
do menor tamaño sólo se refiere a las figuras convexas, 
mientras que el problema do Borsuk de l a división en par
tes de menor diámetro, fue planteado para figuras do todo 
tipo (incluso no convexas). 

§ 13. 

SO LUCION 
DEL PROBLEMA 

DEL RECU IJRIMJENTO 
DE FIGURAS 

Como hemos visto en ol § f 1, en el problema del recubri
miento de u na figura convexa co11 fignr;iS homotécicas 
menores (en diferencia del problema de Horsuk) , el círculo 
no es l a figura que exige para su recubrimiento ol máximo 
número de figuras: pnra el paralelogramo, el númoro b(F) 
alcanza un valor mayor que para el círculo. 

Es natural que surge la cuestión: ¿existen figuras pla
nas convexas, para las que la m agnítud b ( F) adquiera un 
valor mayor que para ol paralelogramo? Hesnlta que tales 
figuras no existen; es más, entre las figuras planas conve
xas sólo para ol paralelogramo es justa la igualdad b ( F) = 
=4. En otras palabra~. tiene Jugar el s iguiente teorema, 
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establecido el año 1960 por I. C. Gojberg y A. S. Markus 
(con cierta anterioridad, en 1955, F. Levy obt.uvo otro re
sultado del quo también s~ desprende este teorema): 

D 

®HAB>CD, 
AB>MN 

e 
M 

FIG. 92 FIG. 93 

Teorema 6. Para toda figura plana, acotada y convexa, 
F que no es un paralelogramo, es válida la igualdad b (F)= 
=3; si F es un paralelogramo, b ( F) = 4. 

AD=AM>MN 

t, 

FJG. 9f& 

Antes de pasar a Ja demostración del teorema 6, demos 
una definición y demostraremos varias proposiciones auxi
liares•). 

Sea F cierta figura convexa y A, B dos de sus puntos 
límites. Convendremos en llamar al segmento AB cuerda 
mayor de la figura F, si toda cuerda de esta figura paralela 

• ) En resumidas cuentas (junto con l as proposicio
nes auxiliares) Ja demosLración del teorema 6 ocupa 10 páginas. MiíB 
adelante (en el § t7). so dará otra demostración do dicho tcoroma. 
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a AB es de menor longitud . Por ejemplo, cu ol círculo, to. 
dos los d iámetros y sólo ellos, pueden llarnars-0 cuerdas 
mayores (fig. 92). En el paralelogramo, cuerdas mayores 
pueden ser sólo sus diagonales (fig. 93}. Si, n continuación, 
llamamos Z1 , z, a dos rectas do apoyo paralela..'i de la figura 
convexa F, cada una de éstas tiene sólo un punto común 
con esta figura, entonces, el segmento que une estos puntos 
comunes, es la cuerda mayor de la figura F (fig. 94). En el 
caso en que una de las rectas de a.poyo paralelas 11 , la tiene 
con la figura F un punto común A, mientras que la segunda 
tiene con la. figura Jl un segmento común BC, en t al caso, 
el segmento que une el punto A con cualquier punto D 
del segmento BC, es la cuerda mayor de la figura F (fig. 
95). Por último, sj cada una de las rectas de apoyo 11 y l, 
tiene con la figura F un segmento común, las dos d iagonales 
del trapecio, cuyos vértices son los extremos do dichos seg
mentos, son las cuerdas mayores de la figura F (fig. 96). 

BC=-Pc '.,.pt¡ , , 
.4 p B B' BC:zMB >MN 

~-~-e-,.,,--~ t, 

b ti 

FIG. 96 FIG. 97 

En virtud de lo dicho, resulta que st l1 y lt son dos rectas 
de apoyo paralelas de la figura convexa F, habrá por lo menos 
un segmento con sus extremos situados en dichas rectas que 
es la cuerda rnayor de la figura F. 

Teorema 7. Toda figura convexa F, diferente del parale
logramo, tiene, por lo menos, tres cuerdas mayores. 

En otras palabras, el paralelogramo es la úntca figura 
convexa que tiene dos cuerdas mayores. El triángulo y el 
hexágono regular son ejemplo de figuras que tienen exacta
mente tres éuerdas mayores. Un 2n-gono tiene exacl.amentc 
n cuerdas mayores y el círculo, un número infinito. 

Demostración del teorema 7. Supongamos, primera
mente, que el contorno de Ja figura convexa F no tiene nin-
6-1922 
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gún segmento rectilíneo . Tracemos dos rectas paralelas 
de apoyo l 1 y l2 do la figura F y sean A, B puntos de estas 
dos rectas comunes con la figura F. Entonces, AB es una 
cuerd a mayor. Sea C un punto arbitrario límite de la fi
gura F , pero diferente de A , s·. Tracemos por ol punto C 
una recta de apoyo m1 de la figura F y supongamos que 
m2 , olra recta de apoyo paralela a m1 . Designemos por D 
el punto común do la recta rrt,a con la figura F (sin excluir 
la. posibilidad de que este punto coincida con uno de los 
puntos A, B). 

El segmento CD es la segunda cuerda mayor de la figura 
F (fig. 97). Por último, tomemos cualquier punto límite 
E de la figura F que no coincida con A, B, C, D. Trazando 
a continuación , la recta de apoyo n1 por el punto E y se
guidamente, n1 paralela a ella, obtendremos una cuerda 
mayor más. De tal forma, en el caso a considerar hemos 
hallado tres cuerdas mayores de la figura F (por otra parte, 
ol razonamiento expuesto nos muestra clara.mento que en 
el caso dado la figura F tiene una serie infinita de cuerdas 
mayores). 

Supongamos ahora quo el contorno de la figura F con
tiene, por lo menos, un segmento rectilíneo, es decir, so 
puede trazar una recta de apoyo l1 de la figura F que tiene 
con ella un sogmento común AB. Designemos por Zt una 
recta de apoyo paralela a l1• Si lz sólo tiene un punto C 
común con la figura F, todo segmento que une el punto 
C con cualquier punto del segmento AB, es cuerda mayor , 
o sea , en este caso también obtenemos una serie infinita 
de cuerdas mayores (fig. 98). 

"1 
FIG. 98 FIG. 99 
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Supongamos, por último, que la recta l2 tiene con la 
figura F un segmento común DC. Entonces Ja figura con
vexa F deberá contener por completo el trapecio ABCD, 
teniendo, además, cm cuenta que las dos diagonales de dicho 
trapecio son cuerdas mayores de la figura F. Si la figura 
F no coincide con este trapecio, es posible trazar una recta 
de apoyo p 1 de la figura F que no tiene puntos comunes 
con el trapecio ABCD (fig. 99). Trazando, a continuación, 
una recta de apoyo p 2 , paralela a p1 , obtendremos la tercera 
cuerda mayor (con sus extremos situados en las rectas p1 

Y P2)· 
Queda por examinar el caso cuando la figura F coincide 

e<>n el trapecio ABCD. Si AB =f= CD, entonces el mayor 
de estos segmentos es la tercera cuerda mayor del trapecio 
ABCD (es decir, de la figura F; véase la fig. 100). Si 

FIG. 100 

AB=CD, F es un paralelogramo. Es evidente que el para
lelogramo tiene sólo dos cuerdas mayores. 

El teorema queda demostrado. 
Lema 10. Sea AB la cuerda mayor de la figura convexa 

F, DE, otra cuerda paralela a ella y O, un punto interior 
arbitrario de la figura F. Designemos por F 1 la par te de la 
figura F cortada por la cuerda DE y que no con tiene la cuer
da AB. En tal caso, existe una figura G, homotécica a F con 
coeficiente de homotecia menor que la unidad que contiene 
por completo la figura F 1 y al punto O (Hg. 101). 

Demostración. Sea PQ una cuerda de la figura F para
lola a las cuerdas A B y DE y que está situada onlro olla8. 
Designemos por F' la parto tlo la figura F cortada por la 
cuerda PQ y que contiene la cuorda DE. E~tá claro quu la 
6" 



68 

figura Jl' contiene por completo la figura F 1 (fig. 102) . 
Como AB es la cuerda mayor, AB>PO. Designemos por 
G' la figura homotécica a F con centro a.e homotecia en el 

A A 

B 8 
FIG. 101 FIG . 102 

punto 1' de intersección de las rectas AP y BQ y con coe
ficienLe de homot,ecio. igual n PQ/AB (fig. 103). Es evidente 
que con esta homotecia la cuerda AB de la figura F se con
vierto en la cuerda PQ de la figura G'. 

Sea M un punto arbitrario de la figura F ' que no está 
situado en la cuerda PQ. Desde los puntos A y B tracemos 
rectas paralelas respectivamente a PM y QM y designemos 
por N su punto de intersC'cción (fig. i03). EJ punto N 

FIG. 103 
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pert.enece a la figura P ya que al mismo tiempo pertenece 
al polígnno ABQMP situado por completo en la figura F. 
Con la homot.ecia a considerar el punto N de Ja figura F pasa 
al punto M. De aquí se desprende que M pertenece a la figu
ra G'. Por consiguiente, todo punto M de la figura. F' 
pertenece a la figura G', es decir, la figura P" se cubre con 
la figura G'. 

Asi que, cualquiera que sea la cuerda PQ paralela a las 
cuerdas AB y DE y situada entre ellas, con la construcción 
realizada obtenemos la figura G' que es homotécica a F 
con coeficiente de homotecia menor que la unidad y que 
contiene por completo figura F' y por consiguiente, F 1• 

Queda por demostrar que eligiendo convenientemente la 
cuerda PQ, se puede conseguir que el punto O pertenezca 
a la figura G' lo que nos dará la figura G que buscamos. 

Si el punto O está situado por el mismo lado de AB 
que la cuerda DE, es suficiente tomar en calidad de PQ 
la cuerda que separa O del segmento AB. En realidad, al 
elegir de tal modo la cuerda PQ (fig. 104), el punto O per-

A p 

FIG. 104 

tenece a la figura F' y por consiguiente, está situado on la 
figura G'. 

Supongamos ahora. que ol punto O se encuentra bien en 
la cuerda AB. bien por otro lado de dicha cuerda respecto 
al segmento DE. Si el punto O está situado en la cuerda A B. 
designemos por C un punto arbitrario de la figura P, situa
do por el lado contrario de Ja cuerda AB respecto al seg-
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mento DE (fig. 105). Si O no está situado en el segmento 
AB, desde el punto arbitrario interior H del segmento AB 
tracemos un rayo que pasa por el punto o y tomemos e 
como el punto de intersección de dicho rayo con e.1 con
torno de la figura F (fig. 106). En ambos casos, el punto 

A 

FIG. 105 

)f 

13 

FIG. 106 

O pe.rtenece al triángulo ABC, pero no está situado en la 
quebrada ABC y, además, el triángulo ABC, se encuentra 
con relación al segmento DE por otro lado de la cuerda AB. 

Tracemos desde el punto O los rayos Zv 12 en la direc-
~ -ción de los vectores CA, CB y designemos por K y L Jos 

puntos de interseccí6n de estos rayos con el contorno de la 
figura F (fig. 107). Está claro que los puntos K y L están 
situados por el mismo lado de AB que el segmento DE. 
Elijamos ahora una cuerda PQ 11 AB, pero de tal forma, 
que el segmento A B esté situado por un lado de la recta PQ 
y todos los cuatro puntos D, K, L, E, por otro. 

Tracemos por los puntos P y Q rectas paralolns respec
tiva.mento a las rectas AC y CB. Designemos por S el punto 
de intersección de dichas rectas. Para la homotecia mencio
nada anteriormente con centro on el punto T y coeficiente 
PQ/A B , el triángulo ABC pasa al triár1gulo POS. Nos queda 
most.rar que el punto O pertenece al triángulo PQS. Esto 
significará, en realidad, que el punto que pasa a O en el 
caso de nuestra homotecia pertenece al t riángulo A BC y 
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por lo tanto, a la fígura F, de lo que se desprende que O 
pertenece a G'. 

En virtud de como ha sido elegida la cuerda PQ, los 
puntos K y L están situados en el interior del ángulo PSQ 
y por lo tanto, el punto O se encuentra también en el inte
rior de esto ángulo (fig. 107). Al mismo tiempo, los puntos 

FIG. 107 

O y S están situados por un mismo lado de la recta PQ. De 
aquí se deduce que O es un punto interior del triángulo. 
PQS. 

Lema 11. Dos cuerdas mayores de una figura convexa F 
se interesecan (en el interior de F o en su contorno). 

Demostración. Sea A B la cuerda mayor de la figura F y 
CD, otra cuerda que no la interseca. Vamos a demostrar que 
CD no es una cuerda mayor. Si CD es paralela a AB, esto 
es evidente. Por esta razón, vamos a suponer que CD no 
es paralela a A B y que. para mayor claridad, ol punto C 
está más cerca de AB que el punto D (Ug. 108). Tr acemos 
una cuerda CM paralela a A B. En tal caso, los puntos B 
y D se encuentran por lados opuestos de la recta CM y por 
lo tanto, el segmeto BD interseca la recta CM en un punto 
K. Debido a la convexidad de Ja figura F, el punto K del 
segmento BD pertenecerá a esta figura. Por ello, CM~CK. 
A la vez si AB es la cuerda mayor, CM <AB; por consi-
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guiente, C K <A B. De aquí se desprende, que los rayos 
AC y BD se iutersecan en cierto punto O (fig. 108). Por 
último, t racemos en el tetrágono ACD B el segmento AL 
paralolo a CD. El punto L pertenece al segmento BD y 
por lo tanto, a la figura F. Poro de la semejanza de los 
triángulos CDO y ALO, se deduce que AL>CD. Esto sig
nifica que la recta AL corta en la figura F una cuerda de 

FIG. t08 

mayor longitud que CD y por esta razón , CD no puede ser 
la cuerda mayor de dicha figura. 

Demostración del teorema 6. Mostremos, primeramente, 
que si la figura convexa F no es un paralelogramo, b {F) <.3. 

Según el teorema 7, la figura F tiene tres diferentes cuer-
das mayores y además, cada dos de ellas se intersecan (le
ma 11). Consideremos primeramente el caso en que dos di
ferentes cuerdas mayores A B y A C se intersecan en el punto 
límite A de esta figura . Sea O un punto arbitrario interior 
de la figura F' situado en el interior del ángulo L BA e 
(fig. 109) . Tracemos por el punto O las cuerdas DE y KL, 
paralelas respectivamente a las cuerdas AB y A C. En virtud 
del lema 10, l a parte de la figura F que se corta por DE y 
en la que no está situado el punto A, puede ser cubierta por 
una figura homotécica a F con coeficiente de homotecia 
menor que la unidad. Idéntica deducción se puede también 
hacer para la parte de la figura F que se corta por la cuerda 
KL y en la que tampoco está situado el punt o A . En lo 
que se refiere a la parte restante de la figura F (o sea, al 
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"sector" curvilíneo OLD), eligiendo el punto O suCicfonto
mente cerca de A, d icba parte puedo ser situada en un círcu
lo tan pequeño como se desea con centro en el punto A. 
De ese rnod o, esta parte de la figura F puede ser cubierta 
por una figura homotécic.n u Ji' con cooficientc de bomotecia 
tan pequefio como ~o deseo. 

FlG. 10'J 

Por consiguiente, queda por examinar el caso en que ca~ 
da dos de las tres cuerdas mayores se intersecan en un punto 
interior de la figura F. Designemos por A, B, C, D, E , H 
los seis puntos que son Jos extremos de estas tres cuerdas, 
desplazando por la curva de derecha a la izquierda y enton
ces, las cuerdas que cons ideramos se designarán por 

AD. BE y CH. 

Sea 1'fN una cuerda paralela a AD y que separa Ja 
última de Jos puntos B y C (fig. 110). Designemos por F 1 
la part,o de la figura F que se corta por la cuerda M N y 
que no contiene AD . A continuación, tracemos la cuerda 
PQ paraleJa a BB y que sopara ésta de los puntos M, A y 
H (fig_. 111). Dosignemos por F, la parto de la figura F quo 
se corta por Ja cuerda P<?_ ,Y quo. no cont.ie.no a BE. Por ú_Jti~ 
mo, tracemos la cuerda ~"' .r paralela a CH y quo sopé\ ra C'sta 
do los puntos N y Q (fig. 11 2). Estn cuerda separa de In fi 
gura F la figura F3 (que no contiene CH). 

Ahora su pongamos que O es un punto interior arbitra· 
rio de ln figura F. En virtud del lenrn 10, existQ unn figu
ra GJ (j = 1, 2. 3), homotécica a F con cocf ic ir~nl.e de hu-
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e 

FJG. t to FIG. 1l t 

motecia monor que la unidad y que contiene la figura F1 
y el punto O. Por consiguiente, 0 1 contiene el "sector" 
qu1:i en F corta l a quebrada MON (fig. 11 3) mientras que las 

MA M 

FLG. t12 FJG. t 13 

figuras G2 y G3 contienen sectores análogos POQ y SOT 
(fig. 114, H5). Estos tres sectores y más aún , l as figuras 
G1 , G2 , 0 8 cubren toda la figura F. 

De ese manera , en este caso también 

b(F) ~ 3. 

Mostremos, por último, que para t oda figura convexa F, 
b (F}";?;3. Sean F 1, F,. dos figuras arbitrarias homotéci-
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cas a F con coeficiente de homotecia menor que la unidad y 
01, O,, los correspondientes centros de homotecia. Trace
mos la recta l que pasa por 0 1 y O.,, y sea M el punto de 

FIG. H4 

r 
a 

FIG. 115 

la figura F más alejado de la recta l . En este caso, todos los 
puntos de la figura F 1 están situados de l a una distancia 
menor que el punto M (fig. H6), lo quo es también válido 

M 

t\ 
QC<PB~MA 

'\. 

' ' ' ' ' F¡ ' ' 1 ' 1 ' 1 ' 1 ' 
l Dz A l3 e 01 

FIG. 116 
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para Ja figura F z· Por consiguiente, el punto M no se cubre 
por ninguna de las dos fit:.ruras F 1 y F9 , de lo que se despren· 
de que b{F)>2. 

Es decir, sí la figura F no es un paralnlogramo, b(F)=3. 
Es evidente que para el paralologramo, b( F) ..,,,,4. 

El teorema queda demostrado. 

§ 14. 

DEMOSTfiACION 

DEL TEORBMJ\ 4 

Comencemos ahora la demostración del teorema 4. 
Ante todo, consideremos el caso cuando la figura F es 

convexa. Sefialemos que la desigualdad a( F)<.b( F) so 
satisface incluso en el caso del plano de Minkowski: 

ao(F) ~ b(F') . 

Esto so demuestra de mismo modo quo on la geometría habi· 
tual (pág. 67). Por consiguiente, si la figura F no es un 
paralelogramo, en virtud del teorema 6, ao (F)<.b(F}=3. 

Sea ahora F un paralelogramo. Tracemos por el centro 
O de la figura G dos rectas paralelas a las diagonales del 
paralelogramo F y designemos por A1 C1 y B'.l. D.,, los seg
mentos que se cortan por la figura. G en dichas rectas. En 
los segmentos A 1 C 1 y B1 Ds , como en diagonales, construi
mos dos paralelogramos con lados paralelos a los del para
Jclogramo F (fig. 117). Designemos por F' el menor de es-

FIG. 117 
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tos dos paralelogramos; sea éste, el paralelogramo A1 B1 
C,D 1 con diagonal A1 C1. Como los paralelogramos F y 
F' son horootécicos, entonces ac ( F) =a a( F') y por esto, 
en nuestros posteriores razonamientos podemos considerar 
F' en lugar del paralelogramo F. 

Está claro que la Ion.o A1 C1 =2 y por consiguiente, 
el diámetro del paraJelogramo F' no es menor que dos. 
(Aquí y en adelante consideramos los "diámetros" con res
pecto á las longitudes que se determinan por la figura G) . 
Sin embargo, el diámet ro del paralelogramo F' no es mayor 
que dos, ya que F' está situado por completo en la figura 
G, cuyo diámetro es igual a 2. 

Así, el diámetro del paralelogramo F' es igual a dos. 
Ahora tracemos por el punto O una recta p paralela a 

los lados A 1 B1 y C1 D1 y designemos por M y N sus pun
tos de intersección con el contorno de la figura G. Si los 
puntos M y N no se encuentran en los lados B1 C1 y A1 
D1 del paralelogramo F' (fig. 118), el hexágono A 1 B1 , 

PlG. 118 FIG. 119 

M C1 D 1 N está situado en la figura G. De aquí se despren
de fácilmente que el diámet ro de cada una. de las "mitades" 
en las que la recta p divide al paralelogramo F', es monos 
do dos (fig. 119) así que a0 (F') = 2. Por el contrario, si 
los puntos M y N están situados en los lados del parale
logramo F', las rectas B 1 C1 y A 1 D 1 deben ser rectas de 
apoyo de la figura G (ya que por el punto límite M de la 
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figura G debe pasar una recta de apoyo mientras que toda 
recta diferente de B 1 C1 , corta el paralelogramo F' y por 
lo tanto, la figura G). Do ese modo (fig. 120), toda la fi
gura G se encuentra en la banda s ituada entre l as rectas 
B1 C1 y A1 D1 • 

Así, o bien a0 ( F!.) =2, o bien la figura G está s ituada 
en la banda entre las rectas B1 C1 y A 1 D 1 • 

FIG. 120 FIG. 121 

Análogamente trazando una recta q, paralela a los lados 
B 1 C1 y A1 D 1 hallamos que o bien ac (F')=2, o bien la 
figura G está situada en la banda entre las rectas A1B1 y 
C 1 D1 , Considerando conjuntamente los dos casos expuestos, 
se desprende quo o bien ac ( F') = 2, o bien que la figura G 
se encuentra en el interior do las dos bandas indicadas es 
decir, se encuentra en el paralelogramo F' (fig. 121). Pero 
en esto último caso, la figura G debe coincid ir con el para
l elogramo F' (ya que ella contiene por completo el paralelo
gramo F'). 

Así, o bien aa ( F) =ao ( F') = 2, o bien l a figura G 
coincide con el paralelogramo Fe (es decir, es homotécica a 
F) y entonces, como ya sabemos ac ( F) =aG ( F') = 4. En 
otr as palabras, para las figuras convexas F , l a afirmación 
del teorema 4 es válida. 

Sea ahora F una figura no convexa. Si l a cub ierta con-
vexa F de la figura F es un paralelogramo homotécico a C 
(fig. 83), entonces ac(F)=4. Por ol contrario, s i la figura 
F no es homotécica a G, en virtud de lo demostrado, 
a0 ( FJ ~3, y como F se encuentra en F, ni que decir tiene 
que ac(F) ~3. 

El teorema queda demostrado. 



CAPITULO lV 

PROBLEMA 
DE 

ILUMINACIÓN 

§ 15. 

PLANTEAMIENTO 
DEL PROBLEMA 

En nuestro último capítulo examinaremos otro de los 
problemas de la teoría de las figu r as convexas. Por s u plan
t.oamionto , este probloma casi en nada se parece n Jos a nte
riores, pero como veremos m ás adola nlo, e.st á l igado estre
chamente a ellos. 

Sea F una figura plana, acotada y convexa y l , una di
r ección arbitraria en el plano de dich a figura. Llamaremos 
al punto límite A do la figura F punto de luminosidad res
pecto a la dirección l si un haz do rayos par a lelos con di
rección l , " ilumina" en el contorno de la figura F el punto 
A y a par te de sus proximidades (fig. 122}. Señalemos que 

FTG . t22 FIG. 123 

si una recta paralel a a la dirección l que pasa por el punt o 
A , es recta de apoyo de la figura F (fig. 123), en tal caso 
no podemos considerar A como punto de luminosidad res
pecto a la dirección l. En otras palabras, A será punto de 
luminosidad si so cumplen las dos s iguientes condiciones: 

1. La recta p paralela a l a dirección l y que pasa por 
~l punto A , no es recta do apoyo de l a figura F (es decir, 
en la r ecta p hay puntos interiores de la figura F) . 
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2. J~l vunto A es el primero de la fígura F que encontra
mos, moviéndonos por la recta p en la dirección l. 

Convendremos en considerar que fas direcciones 11 , l2 , 
. . . , lm íluminan todo el contorno do la figura F, si cada 
punto límite de osta Ggnrn <'s punto de l11minosidad, por 
Jo monos, respocto a una de las direcciones indicadas. Por 
último, designemos por e {F) el menor de tales números 
naturales 'm. que muest.ran 'JUC en el plano existen m direc· 
cioncs que iluminan todo el contorno <le la figura F. Llame
mos probfrma de iluminación del contorno de la figura F 
el problema de la determinación del número e ( F). Este 
problema fuo planteado por V. G. Boltianski el año 1960. 

Se demuestra con facilidad que para toda figura plana 
F , e (F)-;;;:-3 . En efocto, sea }' una figura plana acotad.a con
vexa y l 1 , l 9 dos direcciones arbitrarias. Tracemos dos rectas 
de apoyo ele la figura P pnral~~las a la dirección l1 y su pon
gamos que A y B, son puntos límites <le la figura F situa
dos en dichas rectas de apoyo (fig. 124). En tal caso, ni 

FIG. 124 

n110 dL\ los puntos A, B no es punto de luminosidad para la 
dfrección Z1, mientras que Ja dirección 12 ilumina no más 
de uno de estos dos puntos. Así dos direcciones no son sufi
cientes para iluminar todo el contorno de la figura F. 

Cuando la figura F es un círculo (fig . 125), para ilumi
nar todo su contorno son suficientes tres direcciones. Para 
el paralelogramo (fig. f26) , tres direcciones no son sufi
cientes (ya que una dirección no ilumina s imultúnearnentc 
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FIG. t25 

l<'IG. 126 

do~ <lo sus vér tices) 111 ientras que cuatro direcciones por.mi
ten iluminar todo el contorno del paralelogramo . En otra5 
palabras, para el círculo e (F) =3 y para. el para.lelogramo, 
c(F)=4. 

§ 16. 

SOLUCJON 
DE L PROBLEMA 

DE ILUMINACIÓN 

Al rcsolvor el prohloma clo iJ11mi11ació11, hacemos uso d<' 
las propos icio1ws auxiliarés ost.ablecidas en el § 13, y tnm
bifo del lema siguiente: 
&-11122 
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Lema 12. Sea F una f igura corivexa, Al:J su cuerda mayor 
y D, E puntos límites de. dicha. figura situados pur uno ~e 
los lados de la cuerda AB. Eri tal caso, todo el arco DE si~ 
ttwdo por uno de los lados de. la cuerda A B, se puede iluminar 
con u.na sóla direcc ión (f ig . 127). 

FIG. 12.7 

Demostración. Sea M N una cuerda paralela u AB y que 
sopara el segmento AB de los puntos D y E . Ya que~ MN< 
<AB, se puede tomar en AB dos puntos interiores P y Q de 
modo que PQ=MN y por consiguiente, PQNM será ur1 
paraJelogramo. Designemos por l la dirección que se deter-

~ ~ 

mina por el vector MP =NQ. Claro está que toda recta 
paralela a l y que pasa por el punto arbitrario e del arco 
MN (en el que no están situados Jos puritos A y B; véase 
Ja fig. 128), t iene la propiedad de que al moverse por ella 
desde el punto C en la dirección l, se interseca el segmento 
MN formado por puntos interiores de la figura F. En otras 
palabr as, todo punto C del arco MN se ílumina por la di
rccci6n l. En particular, todo el arco DE se ilumina ínte
gramente por Ja dirección l . 

El lema queda demostrado. 
Lo mismo quo en el problema d<>J rl'cnbrimion to de una 

figura por figuras menore1' homot.écicas, en el problema que 
consideramos el paralelogramo juega un papel m uy impor
tante. Precisaiucnte t iene lugar el siguiente teorema: 
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Teorema 8. Para cua lquier figura plana acotada con vexa 
F, que no es un paralelogramo, es válida la igualdad e (F)='d; 
si F es un paralelogramo, e ( F) =4. 

La demostración de este teorema es análoga a Ja del teo
rema 6. Sea F una figura diferente a un paralelogramo. En
tonces , en v irtnd dHl teorema 7, F tiene tres cuerdas mayor<is. 

FIG. 128 

Como al demostrar el t eoreJTlo:i. fi. r•-x.amincmos, primeramen
te, el caso en que dos cuerdas i11ayores de la figura F se in
tersecan en su contorno (fig. 109). 

En virtud del lema 12 cada uno de los arcos KBL y 
DCE puede ser iluminado por una dirección. En tal caso 
los puntos L y D pueden ser elegidos ta.n próximos al punto 
A como se desee. Es evidente que el arco restant e LAD 
también se puede iluminar con una sola dirección. Por con
siguiente, en e] caso a considerar 

c(.F) ~ 3. 

Pasemos al segundo caso, cuando las t res cuerdas mayo
res AD, BE, CH de la figora F se intersccan en su interior. 
(fig. 110-112) . En virtud del lema 12 cada uno de los arcos 
MBN, PAQ y SDT se puede iluminar con una sola direc
ción. En consecuencia, en este caso, también e( F) ~3. 

Por último , como mostramos anteriormente , para toda 
figura convexa F es válida l a desigualidad 

G• 
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c(F) ~ 3. 

Por lo tanto. si F no es un paralelogramo, e (F)=3. 
El teorema queda demostrado. 

§ 17. 
l~QUIVALENCJA 

DE DOS PROI3LEMAS 

Sin duda alguna , nuestro lector ya ha advertido qu.c pa
ra toda figura plana acotada y convexa F, los números b ( F) 
y e ( F) coinciden (véanse los teoremas 6 y 8) . 

. En otras palabras es válido el siguiente 
Teorema 9. Para toda figura convexa Fes válida la igual

dad 
b(F) = c(F). 

Esta igualdad tiene Jugar no sólo para las figuras pla
nas, sino que también para los cuerpos convexos en el espa
cio (incluso e..1 espacios mu)tidimensionales). Esto fue de
mostrado por V. G. Boltianski el afio 1960. 

La esencia de la demostración del teorema 9 consiste 
en lo siguiente. De los tres teoremas 6, 8, 9 es suficiente de
mostrar dos de ellos y el tercero será, evidentemente, su 
consecuencia. Por esta razón , de estos teoremas se podría 
demostrar aquellos dos, cuya demostración sea. más sencilla. 
En particular, si al lector le ha parecido que la demostra
ción del teorema 6 (por lo ·visto más complicada) es fatigosa 
y él la ha omitido, ahora, después de leer la demostración 
del teorema 9, obtendrá (con ayuda de] teorema 8) una nueva 
demostración del teorema 6. Sin embargo, lo más impor
tante es que para los cuerpos espaciales, para los cuales la 
solución del problema de su recubrimiento e iluminación 
es, hasta el momento, desconocida (15) sería suficiente re
solver uno de estos dos problemas ya que en virtud del teo
rema 9, ellos son equivalentes. Pero el problema de ilumi
nación tiene, por lo visto, la ventaja de ser, en cierto gra
do, más evidente. 

Demostraci6n del teorema 9. 
Supongamos que la figura plana convexa F puede ser 

cnhiorta por m figu ras menores homotécicas F 1 , F,., ... , 
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F m· El centro de h omotccia que pr ovoca la conversión de 
la figura F a F;. l o designemos por Oi y el coeficiente de 
esta homotecia , por k, (i=1, · ~ . .. ., m). Por lo tanto, cada 
uno de los números k1 , k9 , ••• km es menor que la unidad. 

Elijamos ahora un punto inter ior arbitrario A de la fi
gura F que no coincida con ninguno de los puntos 0 1 , 0 2 , 

... , Om y designemos por l1 , ~ .... , lm las direcciones detcr-
~ ~ ~ 

n1i11adas por los 1•ayos 0 1A, 0 11 A, ... , OmA . Demostremos 
quo l as direccione~ l1 , l9 , ... , lm iluminan todo el contorno 
de la figura F. En efoct.o, sea B un punto Hmite a r bitra
rio de la figura P (fig. 129). Entonces, el pun to B per te-

F 
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nccc, por lo menos, a uno de los conjuntos F1, F:, ... , Fm. 
por ejemplo, a P,. Ya que en el cal:lo dti la homotccin con 
cent.ro Oi y coeficiente kt l a figura F ~e conviortc en Fi, 
se encontrar.á un punto C de l a figura F que debida a esta 
homotecia pasa. al punto B. De ese mo<lo, Oi B : 0 1C=ki. 
Ahora tomemos en el segmento AC un punto D tal que 
AD : AC=kf. De la igualdad O, B : O, C=AD : AC se 
desprende, quo BD 11 o, A , es decir, l a recta BD es para
lela a la dirección l1• A continuación, ya que el punto C 
pertenece a la figura F y A es un punto interior de esta fi
gura, todos los puntos del segmento AC (posiblemente, 
salvo el punto C) son puntos inter iores de l a figura F ; en 
particular, D es un punto interior de esta íigura. 

Asi, l a recta BD para] eJa n Ja dirección l1, pnsn por 
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el punto interior D de In figura F. De aquí se dospl'onde. que 
B os un punto de l uminosidad con respccLo a la dirección 
Z1• De esta forma, cuaJquier punto límite de la figura F se 
ilumina por una de Jas direcciones l1 , lz, ... , lm. 

Hemos demostrado, quo si Ja figura F puede ser cubierta 
por m figuras menores hemotécicas. para la iluminación 
do su contorno son suficientes m 1Hreccioncs. Por c.onsi
gu innt P, es válida Ja desigualdad 

c(F) ~< b(F). 

A conl.inunción, nstnhlezcamos la vnlicl<'z 110 la clt's ignal
dad inversa 

c(F) ~ b(F) 

Supongamos que s dirocciones (, (, ... , z; iluminan 
1 z 

t.~>d o e] con torno de Ja figura F. Tracemos dos rccl.as de 
apoyo de esta figura paralelas a l a dirección z; (fig. 130) 
y designemos por A y B los primeros puntos do la figura F que 
hallamos dosplazándonos J>Or estas rectas en la d irocción l~. 
Está entonces claro quo todos los puntos del arco 6¡, cuyos 
extremos son A, B (diseña.do en la fig. 1:~0 con una línea 

FIG. 130 



gruesa) , s;ilvo dichos puntos extremos, son puntos de lu
minosidad respecto a l a dirección z;. O sea , que el conjunto 
de todos los puntos de luminosidad respecto a dicha direc
ción, es cierto arco Ái sin exlrcmos; llamaremos este con
junto a región de lum inosidad respecto a la d irección t; . 
Corno las direcciones t¡, z; . .. . , z; iluminan todo el con
torno de la figura F, las respectivas regiones de luminosi
dad .11 , ó!&, .. ., ós cubren todo el contorno de la figura F . 

En l a fig. BO, el punto A 110 os punto do luminosiclacl 
respecto a la dirección l~ y por esta r a zón , dicho punto se 
ilumina por cualquier otra de las direcciones l~ , l~, .. ., 
z: . por ejemplo, por Ja dirección l ; . Poro entonces, la in
dicada clirccción ilumina todos 108 puntos suficicnl.cmenlu 
próximos al punto A, O$ decir , las regionos do lum inosidacl 
61 y tlj se sobre.cubren (fig . 1:·H). Idé11ticnmo11Le, c.11 ~ogu11-
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do ex tremo B del arco i:l.¡, 8C cubre por una región de lumi
nosidad más fltt • 

En virtud de que l os arcos 6. 1 , ll2 , ... , li8 que son regio~ 
ocs de luminosid ad, sobrccubren con sus extremos los unos 
a los o~ros, podemos disminuirlos un poco y estos arcos 
disminuidos, con tinqarán ocupando todo el contorno de 
Ja figura F. En otras palabras , se pueden tomar de tal modo 
l • • • . d (. os arcos t.1 , t.2 • .. • , 6

8 
s1tua os 1unto con suR extre-

mos) rcspectivame11t.e cm el in terior do Jos arcos 6.1 , i.\11 , ••• , 

6 8 (fig. 1il2) que estos arcm; .ó.; , 6;, .. ., .ó.;, formen t.od o 
el contorno de la figura F. 
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Uesignernos por A y B los extr9mos do} a rco 6i y por 
A* y B*, los del arco ll.;. Las rectas trazadas por los pttn-
tos A* y B*, paralelamente a la dirección l~ , deben pasar 
por los puntos interiores de la figura F (ya que A * y B* 

FIG. 132 FIG. 133 

:;ou puntos de luminosidad respecto a la direccióu ~) . De
signemos por a y b la longitud de las cuerdas que la figu
ra F corta en dichas rectas y elijamos un segmento hi. me
nor que a y b. En este caso, el paral el ogramo, un lado del 
cual coincide con A* B*, el segundo es paralelo a. t¡ y tiene 
una l ongitud, igual a hi, está s ituado por comploto en la 
figura F (fig. 133). De aquí resulta que la figura F en toda 
recta paralela a la dirección z; y que pasa por cualquier 
punto del arco ll; , corta una cuerda cuya l ongitud es mayor 
que h; . Esto significa que el traslado paralelo del arco t.; 
cm la dirección t; a una distancia h1 (fig. 134), hace trans
poner por completo el arco 6~ en el interior de l a figura F. 
En otras palabras, que al realizar el traslado para.lelo de 
Ja figura F en una dirección in versa a l~ y a una distancia 
igntll tt h1. obtondremos l a ligura P;, on cuyo interior se 
tH1cucntnt el arco ti.; (Iig. 135). Por esta razón, eligiendo 
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en el interior de F: un punto arbitrario O~ y realizando 
la homotecia de F~ con centro en o; y con coeficiente k: <1 
bastante próximo a la unidad, obtcndromos Ja figura F~ 

I 

FIG. 13~ 

homotécica a F; (y por consiguiente, a la figura F) y que 
contiene el arco 11~. Realicemos esta construcción para todos • 
los valores de i=1, 2, ... , s y obtendromos las figuras F~, 
F~, .. ., F~, homotécicas a F con cocficiont<.~s de homotocia 
monores que la unidad. 

7-l92'.! 

F.. 
_,,,,,,--,..~---~ I 

, .il. \ 
I / \ 

!' 
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Sea ahora O cierto punto interior de Ja figura F. Pode
mos suponer, quo las construcciones precedentes han sido 
realizadas de tal forma quo cada una de las figuras F¡ , 
F~. ... , F; contiene el punto O (fig. 136); con este objeto, 
os preciso tomar únicamente Jos segmontos ht suficiente
mente pequeños y los coeficientes k~ bastante próximos 
a la unidad (véanse las págs. 69-70). 

Por último, designemos por G1 a un "sector" con vér
tice O y arco LI.; (dicho sector está rayado en la fig. 136). 
Y a que l a figura F~ es convexa y, además, contiene el arco 
A~ y el punto O, esta figura contendrá por completo el 
sector Gi. En consecuencia, las figuras F~, F~, ... , F; en 
conjunto contienen todos los sectores G1 , G2 , •• • , G6 • Pero 
está claro que dichos sectores llenan toda la figura F (ya 
que los arcos LI.;, A;, ... , .t.: cubren a todo ol contorno 
de la figura F) . Por esta razón , las figuras F;, F;, ... , F; 
cubron por completo la figura F. 

Hemos demostrado que si todo el contorno de la figura 
F puede ser iluminado por s direcciones , dicha figura podrá 
sor cubierta por s figuras bomotécicas menores. Por consi
guiente, os válida la desigualdad 

b(F) ~c(F). 

De l as desigualdades demostradas e ( F) <. b ( F), b(F)<.c (F) 
so deduce la validez do la igualdad 

b(F) = c(F). 

que forma el contenido del teorema 9. 

§ 18. 

DIVISION 
E 1LUMINACI0N 

DE FIGURAS CONVEXAS 
NO ACOTADAS 

Para las figuras no acotadas convexas (véase la fig. 22) , 
el problema de Borsuk no tiene sentido ya que el diámetro 
de dicha figura llega a ser infinito. Sin embargo. el pro-
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blema de la iluminación y el del recubrimiento de la figura 
con las homotécicas menores {es decir, con figuras homoté
cicas a la dada con coeficientes de homotccia menores que 
la unidad), siguen teniendo sentido. Pero aquí, desde el 
principio, nos esperan una "sorpresa" : el teorema 9 sobre 
la igualdad de las magnitudes b ( F) y e (F) deja de ser válido 
para las figuras no acotadas convexa:;. 

Con la mayor facilidad esto se ve cxnmiuando ol ejom
plo de una figura convoxa acoLada por la parábola P . El 
contorno P de esta figura puede ser iluminado por una sola 
dirección, o sea, e (F)=1 (fig. 137, a). Al mismo tiempo, 
como al instante veremos, es imposible cubrir la figura F 
con un número finito de figuras homotécicas menores, es 
decir, b (F)=oo. Efectivamente, sea F' una figura homo
técica a F con coeficiente do bomotecia k <1 y con centro 
de homotecia en el punto O situado fuera de la figura F 
(fig. 137 b). Tracemos desde el punto O las tangentes OA 
y OB a la parábola P que limita la figura F. Los puntos 
A y B dividen la parábola P en tres partes: en el arco AB 
y en dos arcos infinitos .6.1 y ti., cuyos extremos son los 
puntos A y B. Es claro que la figura F' no contiene ningún 
punto de los arcos A1 y .6.11 (ya que si M os un punto de 
dichos arcos en l a recta OM tras el punto M, no hay puntos 
de la figura F}. De ese modo, la figura F' puede sólo con
tener una parte finita de la parábola P (situada en el arco 
AB}. Si el centro de homotecia O pertenece a la figura F , 
F' contiene no más do un punto de la parábola P (fíg. 137, 
e, d). Por lo tanto, cada figura homotécica a F con coefi
ciente k<1. contiene sólo una parte finita de la parábola 
P y por esto, para cubrir por completo la figura F (que con
tiene la parábola P), es necesario un número infinito de 
figuras homotécicas menores, os decir, b( F) = oo. 

Sin embargo, existen tales figuras no acotadas convexas 
para las que la magnitud b ( F) os finita. Por ejemplo, si 
F es una semibanda (rayada en la fig. 138, a), b( F) =2; 
señalornos que en este caso e ( F) es también igual a dos, 
es decir, b(F)=c(F). 

Por último, existen también tales figura.~ no acotadas 
convexas, para las que las dos magnitudes b ( F) y e ( F) son 
finitas pero no coinciden entre sí. Por ejemplo, si la figura 
F está situada en una banda entre dos rectas paralelas y se 
aproxima a ellas má sy más a medida que so alejo al "in-
,. 
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finito" (iig. 138 b), es fácil mostrar que b ( F) =2 y e( P) =1. 
En virtud de lo dicho1 sUTgen las siguientes preguntas: 

o 

a) b) 

C) d; 

FIG. t37 

¿Para qué figuras no acotadas convexas sigue siendo vá
lida la igualdad b(F)=c(F)? 

¿Para qué figuras no acotadas convexas la magnitud b ( F) 
toma valores finitos? 

¿Existen figuras no acotadas con vezas para las que 
c (F)=oo? 
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Las respuestas a las preguntas anteriormont.o plantea
das, fueron hall a das por P . S . Sol tan y V. N. Vi~itey (16}. 

Daremos sus resultados sin demostrarlas. 
Indiquemos, primeramente, que de.l teorema~ algo queda 

para l as figuras no acotadas convoxas. Precisamonte, la 
primera parte de la demostración de dicho teorema, se con-

CL) 
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serva por completo y por esta razón, para toda figura F 
no acotada convexa es vá lida la desigualdad 

c(F} < b(F). 

Formulemos ahora un teorema que da la respuesta a la 
segunda de las preguntas planteadas. Sea F una figura no 
acotada convexa. 'l'omemos un punto interior arbitrario O 
de dicha figura y consideremos todos los rayos posibles que 
parton del punto O y están por completo situados on Ja fi
gura F. Todos los rayos ind icados, tomauos en conjunto, 
forman, como se demuestra con facilidad, una figura no 
acotada convexa K ; esta figura se llama ángulo inscrito 
de la figura F con vértice en el punto O. Por ejemplo, para 
una parábola (fig. 139 a) o bien, semibanda (fig. 139 b) , 
ol ángulo inscrito consta únicamento de un rayo mientras 
quo para la rogión interior do una rama de la hipérboll'\, 
el ángulo inscrito se reprc.scnta cm Ja fig. 13!) c. (Scfü1lenH1s 
que si en lugar dol punto O corno vér tice so toma otro cual-
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quier punto interior de 1a. figura F, el ángulo inscrito n.o 
variará, s ino que sólo someterá al traslado paralelo). 

Además, P. S. Soltan llama a la figura no acota.da con
vexa F casi cónica, si hay un tal segmento r que todos los 
puntos do la figura F estén situados a una distancia no 
mayor de r del ángulo inscrito K. Por ejemplo, las figuras 
representadas en la fig . 139 b y c) son casi cónicas mientras 
que 1a figura representada en la fig. 139 a) no Jo es ya quo 

a) e) 
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los puntos de la parábola se alejan constantemente de su 
eje. 

Teorema 10. Para una figura no acotada convexa F, la 
magnitud b ( F) toma un valor finito, únicamente en el caso 
cuando la figura F es casi cónica. 

Con esto, para la figura casi cónica F la magnitud b ( F) 
puede tomar sólo los valores 1 y 2. Sea precisamente F una 
figura bidimensional casi cónica que no contiene por com
pleto ninguna recta; si su ángulo inscrito K os un rayo, 
entonces b (F) = 2, y si K os un ángulo, b (F)=1. Por 
último, si la figura bidimensional convexa contiene por 
completo una recta, ella puede ser una banda, somiplano 
o plano; en estos casos la magnitud b ( F) torna respectiva.
mente los valores 2, 1, 1 . Por esto, para las figuras pJanas 
no acotadas convexas el problema de Jos valores rle la. mag~ 
nitud b ( F) está solucionado totalmente. 



NOTAS 

(1) (pág. 9). La definición del diámetro do la figura que se da en 
el texto, supone imprecisamente que cada "figura" a examinar es un 
conjunto cerrado (es decir, ,a la figw:a pertenecen todos sus puntos lí
mites). Por ejemplo, si Fes un círculo abierto de diámetro d (es decir, 
un círculo al que no pertenecen los puntos de la circunferencia que lo 
limit,a}, el térmtno exacto superlor de las distancias entre dos puntos 
de la figura F es igual a d; sin embargo, en esto caso no existen dos 
puntos de la figura F la distancia entre 1os cuales es exactamente igual 
a d. En cambio , si anexamos a la figura F todos los puntos límites 
(o sea, al examinar un círculo cerrado), dicho término exacto superior 
se alcanzará : hallaremos dos puntos A y B la distancia entre los c.uales 
es exactamenLe igual a d. 

Por lo general, si F es un conjunto cerrado y acotado (en el plano 
o bien en el ospacio euclidiano con un número de dimensiones arbitra
rio) , encontraremos dos puntos A y B de la figura F la distancia entre 
los cuales es la máxima. En realidad, sean M y N dos puntos arbí~ 
trarios del conjunto F y p (M, N), la distancia entre ellos. La función 
p (M, N) es conttnrLa (por M, N ) . Pero toda función continua (en el 
caso dado , de dos variables M, N), cuyos argumentos varían en un 
conjunto cerrado acotado, alcanza obligatoriamonto sus valores má
xhno (y mínimo). De ese modo , encontraromos dos talos puntos A 
y B de la figura F con los qtie ¡> (A, B):;;;... (M, N) para cualesquiera 
puntos M, N de la figura F. La distancia d=p (A, B) entre tales 
puntos es el dlámetro del conjunto F. 

(') (pág. 11). En efecto, sean A y B dos puntos del polígono F. 
Si el punto A no es uno de los vértices de dicha figura, encontraremos 
un segmento CD que contiene ol punto A en su interior y quo pertene-

8 B 

«> 

FIG. 140 

ce por completo al polígono F (Cig. 140 a, l>) . Consideremos parn may()r 
certeza que LBAC:;;.o. LBAD. En tal caso, en el triángulo ABC el 
ángulo A es mayor o igual a 90º, es decir, LBAC> LBCA, y por 



lo tanto, BC> AB. Por consiguionte, AB no e.sel diámetro de la fi
gura F. Pues, si por lo menos uno de los puntos A , B no es el vértice 
del polígono F, AB no es el diámetro de éste. De lo dicho se desprende 
que el diámetro del polígono será l a distancia ontre dos de sus vértl
ces, o exactamente, l a distancia ontre los dos vértices más alejados 
uno dol otro. 

(S) (pág. 12). Aquí so trata de la división de las figuras en partes 
y do los diámetros de éstas. De acuerdo con la anterior noto, vamos a 
considerar que las partes en las que la figura so divide, son t:imbién 
conjuntos cerrados. Por esta razón, la proposición quo se e>xplica en 
ol texto, se precisa de la manera siguiente: si un círculo F de diá~tro 
d está representado de cualquter modo por la unión de sus subconjuntos 
cerrados, por lo menos uno de estos tient tl mtrmo diámetro d. Sin du
da, el razonamiento mostrado en la pág. U no nos da una demostra
ción completa de est.a afirmación. La demostración correcta tiene el 
siguiente aspecto. Designemos por H1 y H-. los subconjuntos cerrados 
a considorar (pues su unwn Hl UH~ nos oa el círculo completo F}. 
Los puntos del conjunto 1f_1 siluados en la circunferencia del círculo 
F forman cierto conjunto K 1 ; análogamento se detormina el conjunto 
Kz . De est.11 forma, la circunferencia del circulo F se representu como 
lll unión de dos do sus subconjuntos cerrados K1 y K, . Si uno de est.os 
conjuntos, digamos Ks. está vacío (es decir , no conticno ni un solo 
punto), entonces K1 coincide con toda la circunferencia; por esto, K1 
y por lo tanto, H1 tienen un diámetro igual a d. Si ambos conjuntos 
K 1 y K 2 no están vacíos, ellos tienen obligatoriamenlie un punto co
mún A (ya que la circurúerencia es continria y por lo tanto, no podrá 
sor representada como la uni6n de dos subconjuntos cerrados que no 
so intersccan). Designemos por B el punto diametralmente opuesto 
a A y para mayor certeza, supongamos que el punto B pertenece al 
conjunto K,_ . En tal caso, Kt contiene los dos puntos A, B. Por con
siguiente, el conjunto Ka y por lo tanto, Hi tienen el diámetro d. 
Así, on todo caso, por lo menos uno do los conjuntos H 1, Hi tiene el 
diámet ro d. 

(4) (pág. 13). Hagamos una obseFVaci6n más con motivo de la 
"división" do las figuras en sus partes. La palabra .. división" se puede 
comJ>rendor en el sentido de que la figura F está representada como la 
unton de varios de sus suhconjunlos ccrraclos : 

F = 111 U lf2 U .. . Ullm 
(precisamente nsí so mo.!lt.ró en la not.a (ª)). En esLe caso, los matomá-
1.icos dicen que Los conjuntos 111 , Hs .. ··• JT,,. forman la cubierta de la 
figura F. Sin embargo, es más nalural sí el Lérmino "dividir" se com
prende on el sentido quo s ignifica quo los conjuntos H1 , lis• ... , Hrn 
no s61o forman la cul>ierta de la figura P, sino que además, no se sobre
cubren recíprocamente, es tlC\cir, cada pnr no tiene puntos int.eriores 
comunes. 

Es fácil comprender quo el sentido del problema de la división 
de figuras en partes de menor diámelro no varía en dependencia de 
cual de e81.<Js S-Ontidos demos al término "d ivisión en pa1·L.(:s". Efccti
vameuw, si la figura F se representa como la unión Je varios de sus 
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subconjuntos cerrados 
F = H1UH'IU ... UHm 

(siendo posible que se sobrecubran rccíprocament.e), podemos, sin 
aumentar el diámetro de las partes, "corregirlas"' de tal manera que 
no se sobrecubran recíprocamente. Con el!to objeto, señalemos, quo 

H1'- (H2UH8 U ... UHm), 
H,,'-.(HsU ... UHm). 

Hm-•"- (Hm-1 UH m), 
H .,..._1 "-..._ Hm. 
Hrn 

los conjuntos• ) forman la cubierta de la figura F y que cada par no 
tiene puntos comunes. Es verdad, dichos conjuntos pueden resultar 
ser abiertos. Sin embargo, el cterre de estos conjunl.-Os, o sea los 
conjuntos 

H'1 = H1'- (H un.u ... UIJ,,.), 
H'2 =H'!.'- (H3 LJ .•. LJ !lm), 
. . . . . . . . . . . . . 

serán ya subconjuntos cerrados de la figura F que cada par no tiene 
puntos interiores comunes y que cubren a toda la figura F. 

De ese modo, do la cubierta arbitraria de la figura F (H11 H3 , 

... , Hm) por subconjuntos cerrados, hemos obtenido una cubierta 
(H;, H ~ • ... , H :n) que consta de conjuntos que no se sobrecubren reci
procament.e. Al mismo tiempo, sin duda los diimetros de las partes 
no han aumentado (ya que el conjunto H f contiene el conjunto H; }. 

(•) (pág. 13). El problema do la división de figuras en partes do 
menor diámetro, o sea el problema de los valores que puede alcanzar 
a(F), puedo ser considerado no sólo para figuras planas, sino que tam
bién para cuerpos espactiiúa e incluso pa)'.a cuerpos en el espacio eucli
dtano n-dtmenilonal. Precisament.c, K. Borsuk formuló su problema 
para cuerpos n-dimensionales, pero bal16 la solución completa del 
problema, s6lo para las figuras planns (el teorema de Borsuk se expuso 
en el § 3 del presento libro). Borsuk también demostró que para la es
fera n-dimensional tiene lugar la igualdad a( F) =n+1 (en part.icular, 
para la esfera corriente, t.ridimensional , es válida La igualdad a( F) = 
=4). Por esta razón, él planteó el siguiente problema : demo1trar que 
para todo cuerpo de n-dlmerui6n F es váltda la desigualdad a( F )~n+ 

• ) Con el símbolo A '-B se designa el conjunto que 
se obtiene si del conjunto A se separan todos los puntos que pertene
cen al conjunto B. 
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-f'-1. La original solución del problema dada por Borsuk para n =2 y 
la atractiva sencillez con la que fue formulado el problema, llamó la 
atención de muchos matemáticos. Pero en el caso cuando n.>2, el 
problema resultó ser mucho más complicado. Sólo en el año t955 
(o sea , 25 años después de ser tal probloma planteado), el matemático 
inglés Eggleston consiguió resolver el problema para n =3; él demostró 
que como suponía Borsuk para todo cuerpo tridimensional la desigual
dad a( F )~4, es válida. Dos años después, el matemático americano 
Grünbaum y el húngaro Heppesh hallaron demostraciones más senci
llas que las de Eggleston. Para n>3, el problema de Borsuk no ha sido 
resuelto hasta la fecha. Sin embargo, todas estas cuestiones las del' amos 
a un lado, ya que el presente libro está dedicado a las figuras p anas. 
Los lectores que se interesen por este conjunto de cuestiones, pueden 
ballar una respuesta más detallada en el libro de los mismos autores, 
"Problemas y teoremas de la geometría combinatoria". 

(') (pág. 15). El razonamiento que se da en el texto (relacionado 
con la "aproximación" de la recta la la figura F), lógicamente no da 
una demostración rigurosa de la existencia de una recta de apoyo l1 •. 

Una demostración exacta podemos conseguir, digamos, de la manera 
siguiente. Tracemos una ?'ecta l qua no interseca fa figura F y la NM:.ta 
m, perpendicular a la primera. Tomemos l y m como ejes de coorde
nadas (fig. 141) y designemos por y(A} la ordenada de cualquier punto 
A (medida por la recta m} de la figura F. Por lo tanto, en la figura F 
se determina la función y( A), que es continua (ya que la diferencia 
v(A) - y(A') no supera a la longitud del segmento AA' ). Pero una 
.función continua, definida para ol conjunto cerrado y acotado F, 

FIG. 141 
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alcanza sus valores máximo y mfnimo. En otras palabras, oxisten tales 
puntos M 1 y M'J de la figura F con los que 11(M1)~y(A)~y(M,) 
para todo punto A de dicha figura. Pero esto significa que si trazamos 
por los puntos M1 y M 1 rectas paralelas al eje de las abcisas l, la fi
gura F estará situada por completo entre estas dos rectas. De esa 
manera, las rectas 11 y l1 que pasan por los puntos M1 y M~ y son 
paralelas a l, son aquellas rectas de apoyo a las que nos referíamos en 
el texto (véase la Iig. 14}. 

(') (pág. 16). Mostremos, por ejemplo, qu,e el punto A depende 
continuamente de la dirección de la recta 11 • Supongamos que la rec
ta 11 ha girado cierto ángulo a (fig. 142). La posición de las rect.as l1 , 

11 , m1 , m, en aquel momento, la designaremos por z', (, m', m'. 
l ' l • Por los puntos A y B tracemos las rectas mA y mB que con m1 orman 

FIG. 142 

t' 2 
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un ángulo a (o sea, paralelas a m:). Puesto que la recta mA corta la 
figura F, mientras la recta ms no tiene puntos comunes con F, la 
recta m1 está situada entre mA y mB De forma análoga, si trazamos 
por los puntos A y D las rectas lA y lD que forman con la un ángulo 
a (o sea paralelas a la recta () , bailaremos que la recta de apoyo z' • • está situada entre las rectas lA y lo. En consecuencia, el punto A' , 
en el que se intersecan las rectas de apoyo m' y z', está situado en el 
interior del paralelogramo formado por las 'recta'.s mA, ms, l.A, lD. 
No obstante, las dimensiones de este paralelogramo (que está rayado 
en la fig. 142) pueden ser ·tan pequeños como se desee si el ángulo a 
es suficientemen~ pequeño. De esta forma, el punto A' puede apro· 
ximarse cuanto se desee al punto A si el ángulo a es lo suficientemente 
pequeño. Y esto signilica que el punto A depende continuamente da 
la dirección de la recta l1 • 

(') (pág. 23). En efecto, sea M cierto conjunto de figuras convexns 
y <.t>, la intersección de todas estas figuras (es decir, un conjunto de 
puntos, cada uno de los cuales perteneco a todas estas figuras). Vamos 
a demostrar que la figura '11 es convexa. Sean A y B dos puntos de la 
indicada figura. Tomemos una figura arbitraria F del conjunto M. 
En este caso, los puntos A y B pertenecen a la figura F. Como ésta es 
convexa, de aquí so deduce que todo el segmento AB pertenece a la 
figura F. Así, cada figura F del conjunto M contiene ol segmento AB 
y por esto el último está situado en la figura it>. Esto significa que 
la figura el> es con vei:a. 

(9 ) (pág. 31). En el curso de geometría de la escuela media, la 
noción de área se determina sólo para las figuras más sencíllas: polí
gonos y círculo. En realidad, dicha noción se define para clases mucho 
más amplias de figuras. En particular, se puede hablar sobre el área 
de toda flgura conveza acotada. No vamos a dar aquí la definición del 
área de las figuras convexas (véanse sobre esto los artículos "Area y 
volumen" y .. Figuras y cuerpos convexos" en el V tomo de la Enciclo
pedia de matemáticas elemental en ruso). Para nosotros es importante 
solamente que a cada figura convexa acotada F le corresponde cierto 
número positivo s( F) qua es el área de dicha figura , teniendo en cuen
ta que si la figura F' contiene la figura F y tiene puntos interiores que 
no pertenecen a la figura F, entonces s(F')>s(F). 

(1°) (pág. 34) Así, H se determina como la unión de una sucesióti 
creciente de fi~ras convexas H0• H1 , H1 , ••• , lln, .. . (es decir, una 
sucesión tal en la que cada fi.gura contenga la anl,crior) . En el texto 
se de!Jluest.ra que la figura H es convexa y tiene el diámetro d. Sin 
embargo, señalemos quo la unión de una sucesión creciente de figuras 
convexas puedo resultar una figura convexa abierta. Por ejemplo, 
sea F1 , F1 , .. . , Fn, ... una sucesión creciente de círculos (cerrados}, 
y al mismo liemro todos ellos hacen contacto interiormente el uno 
con el otro en e punto M y que el radio del círculo F n e.s igual a 
1-1/2n. (fig. 143). Entonces, la unión de esta sucesión creciente de 
figuras convexas será un círculo de radio 1 y con todo el punto M per
tenece a este círculo, mientras los demás puntos límites, no. En otras 
palabras la indicada unión es una figura convexa ablata. 
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Como nos hemos puesto de acuerdo en considerar sólo figuras 
convexas ctrradas, entonces, hablando en ri~r, conviene definir H 
de In forma siguiente: se toma la unión de t.odas las figuras H1. lf1 , 

FIG. t43 

Hu . . . , Hn, .. . y a la figura convexa obtenid a (y que puedo resultar 
al>ierta) se añaden todos sus puntos Hmites. Sin embargo, esto no 
cambia la esencia del problema. 

(U) (pág, 43). Señalemos que para el ea.so de los cuerpos espacia
les (tridimensionales). el teorema demostrado no se generaliza direc
LamenLe. Por ejemplo, p(lra el tetraedro r~(_ular F con arista d, tendre
mos, evidentemente, a(F) = 4, es decir, a(i'} alcanza su valor máximo. 
Al mismo tiempo, el cuerpo F unívoc~nte se completa hasta un cuer~ 
po de ancho constante d (véase las pá~. 103-i04 indicadas en la pág. 
13 del libro de l. M. Yaglom y V. G. Boltianski) . Por lo tanto, la igual
dad a(F) =4 en el caso de cuerpos espaciales de diámetro d, está re
lacionada con cirounst.aneias más imperceptibles que el complemento 
simple hasta el cuerpo de ancho constante d. 

(IB) (pág. 52). Efectivamente, sean l y l' dos xectas do apoyo pa
ralelas de la figura F (fig. 144) y sea A , B puntos comunes de estas 
rectas con la figura F . 'rracemos. en el plano de Minkowski un círculo 
KA con centro en el punto A y para el cual la reet.a l ' es de apoyo. 
Entonces, el radio h de est.e circulo será igual a la distancia entre las 
rectas l y l ' , es decir, es igual al ancho de la figura F en la dirección 
l. El punto B o bien está situado en el contorno del círculo KA o bien 
está fuera de este círculo. Por esto, lon. aAB;;;;.h y por consiguiente, 
ni que decir tieno, el diámetro d de la figura F es mayor o igual a h. 
Así, el ancho de la figura F en toda dirección no es mayor que d y 
por lo tanto, ol ancho máximo no supera a d. 

Nos queda por demostrar que habrá tal dirección en la que el 
ancho de la fi~a F mi tgual a su diámetro d. Dado M y N que son 
dos puntos de la Cigtira F, la distancia entre los cuales u lg!lal a d. 
Entonces la figura F está situada por completo en el cí.rculo KM do 
radio d y con oontro en el punto M . Idénticamente, está situada por 
completo la figura F on el circulo KN de radio d y con centro en el 
punto N (fig. 14.5). Tracemos una recta de apoyo n del circulo K!tl 
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n 

FIG. 144 FIG . H5 

que pasa por el punto N. Entonces la recta m farulela a la recta 1i y 
que pasa p or el punto M, es recta de apoyo de circulo KN. Es claro 
que toda la figura F está situada en la banda entre las rectas m y n 
así que estas son rectas de apoyo de la figura F . De la construcción 
es evidente que la distancia entre las rectas m y n (o sea el ancho de 
la figura F en la direeción m) es igual al radio del círculo KM, es 
decir, igual d d. 

(11) (pág. 54) . Daremos la demosLración de esta afirmación, em
pleando la noción de la suma d.e las figuras convexas (vóase el § 4 del 
libro de l. M. Yaglom y V. G. Boltíanski indicado en la pág. 19). 

--------l 

FI G. 146 
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Sea F una figura convexa arbitraria y F', olra figm·a sil)lólrica 
a ella rcspcct.o a cierto punto O. Designaremos lu suma F+F' por G. 
En este caso, la figura G es convexa, centrosimé.trica quo se toma co
mo círculo unidad en el plano do Minkowski. Está claro quo el ancho 
de la figura F en cualquier d irección Z, e:S igual al ancho de la figura 
F' en la misma dirección (Iig. 146). Por consiguiente, el ancho de la 
figura G en la dirección arbitraria l, es dos veces mayor que el ancho 
de la figura F en esta misma dirección. 

Pero el ancho de la figura G es en toda dirección igual a 2 (ya 
que Ges el círculo unidad). Pues el ancho de la figura F en Loda di
rección es igual a 1 ¡a que F es (e.n la geometría de Minkowski quo 
se determina por el circulo unidad G) una figura de ancho constante 1. 

Sin duda, si en calidad de circulo unidad, se toma en lugar de 
G=F+F' otra cualquier figura homotécica a F+F' , resulta que en 
Lal geometría, F también será figura de ancho constante. 

·Por otro lado, sea F una figura de ancho constanlo en cierta geo
metría de Minkowski. En tal caso, evidentemente, F' también será 
figura de ancho constant e y por lo tanto. lo será F+ F' . Pero la figura 
F+f" es centrosimétrica y como es fácil ver que una figura centrosi· 
métrica convexa tiene ancho constanle sólo en el caso si ella es un 
círc.ulo en 111 gcomct,r ía de Minkow!lki a considerar . 

De tal forma. hemos demostrado el siguiente te-0roma: 

Teorema. F será figura de ancho constante en el plano de Min· 
kowakl con círculo anidad G cuando 1J sólo cuando la suma F+F' de 
la f tgura F con la f igura centrostmétrlca F' es, en dicha geometría, un 
rirculo. 

De este teorema se desprende que toda figura convexa Fes li~ura 
de ancho constante en la geometría de Minkowski con círculo unidad 
k (F+F') y sólo en dicha geometrfo (k es un número positivo arbi
trario). 

(14) (pág. 65). Sea F una figura convexa acolada y G, cierta parte 
de ella (es decir, un subconjunto cerrado) . Examinemos toda clase de 
figuras, homot.écicas a F con coeficiente de homotecia que no es mayor 
quo la unidad y que contienen la figura G. El término inferior exacto 
de todos los coeficientes de homotecia para tales figuras homotécicas 
lo designemos por k0• Si k0 =1, el tamaño de la parto G es igual a t 
(ya que no existe la figura bomotécica a F con coeficiente de bomote-
cia menor que la unidad y que contiene la figura G). Sea ko<1. En
tonces podemos elegir una sucesión F1 , F, , ... , Fq, ... de íiguras be>
mot.écicas a F con cent ros de bomotecia respectivamente 01, º•• ... , 
Oq ... y coeficientes de homotecia k1 , k1 , .... kq, ... , de manera que 
cada una de estas figuras contenga G y sea válida la igualdad 
lím kq =/ce. Con esto podemos considerar que se satisfacen la desigual
dades i>k1>k't> .. >kq> ... >ko· 

Ea fácil comprender que Lodos los puntos o., Ou . .. , Oq, ... e,s,. 
tán sittmdos a una distancia de la figura F , que no es mayor 
que ¿__ (donde d es el diámetro de dicha figura). En realidad, su-

1 • Hi 

pongamos que el punto Oq está a una dist&.Dcia do F mayor que ~lt • 
1 - 1 

Entonces para el punto arbitrario A de la figura F tenemos OqA > 
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1

-'' - En el caso ele la homotccia con c-0n tro Oq y cocfidonle 
• lt 1 • 

kq , <Jl 11onto A pasa a tal punto A' con el que OqA'=kq·OqA. Por 
lo tanto, tenemos que (AA'=(1 -kq)-O~A>(1.-t.1 ) · 0qA>d. De ese 
modo, cada punto A de la figura F so Clesplaza con cst.a bomotecia 
a una distancia mayor que d, o sea, pasa al punt.o A' que no pertenece 
a la figu1·a F. En otras palabras, la figura Fq on la que se convierte 
Ja figura F para la homotccia a considerar, no Ucne puntos comunes 
con F. Pero esto contradice a quo la fignra Fq cont.icne la parte G 
<lo la figura F. 

Asi, todQS los puntos 01 , 0 2 , .•• , Oq, ... ost.án sit.u'1tlos a una 
distancia finita de la figura F. Por esta razón, la sucesión 0 1, 0 2 , 

... , Oq, ... tiene, por lo monos, un punto límite. Sin limitar la comu
nidad, se puedo considorar (pasando si es necesario a una suhsucc
sión) que la sucesión 0 1, O~, ... , 0 11 , ••• tiene sólo un punlo límite 
Oo , es decir, existe el límite lÍm Oq =00 • 

q-oo 
Es fácil comprender que la figura F0 homotécica a F con cent-ro 

de homot.ecia en O,, y coeficiente k0 conLiene la figura G (ya que 
lím kq=k0 , lím 0q=00). Por lo tanto, exist,e una figura F0 homoLé· 
q-+ 00 q+ 00 

cica a F con coeficiente k,. que contiene G pero ninguna figura bomo
t.écica a F con coeficiente menor quo k0 no puede contener por comple
to G (según la definición dol término exacto inferior). Esto significa 
que 14¡ es el t.amaiio de la parte G. De esta manera hemos csl-ablecido 
que la noción del tarnaiío tiene sentido para cualquier parte G de la 
figura F. 

(l&) (pág. 88). El problema de iluminación resulta ser mucho más 
interesante y complicado para los cuerpos espaciales y para cuerpos 
en un espacio n4 dimensional. Señalemos solamcnt.o que para los 
cuerpos convexos, tridimensionales y acotados (o incluso para los 
polígonos tridimensionales), no so sabe basta la fecho si es siernprc 
válida la desigualdad c(F)~8. 

(lº) (pág. 97). Los problemas del recuhrimienLo e iluminación 
de figuras no acotadas resultan ser particularmente interesantes en 
el espacio tridimensional y multidimensional. Como demostró P.S. 
Soltan, el teorema 10 es válido para figuras con todo número de di
mensiones. En particular, fue totalmente solucionado por ól el pro
blema del recubrimiento de cuerpos no acotados tridilllensionalos con 
cuerpos homotécicos menores. Precisamente, en csl.o caso b( F) puedo 
tomar solamont.o valores iguales a 1, 2, 3, 4, oo. 
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