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0 sea, segun hemos convenido, en Ja forma
(10300),.

(2548),, = {10300),.

Prestemos alencién a que en esle sisteina seplenario seran
redondos los nitmeros que no lo son en el sistema decimal.
Por ejemplo,

(147},,= (300}, y (343}, = (1000)1

Por o tanio,

(ya que 147=3-7* y 343=7%; al mismo liempo tenemos
(100),,=(202), y (500}, = (1313),,

cle. Por eso, en el sislema seplenario resulta mdas facil mnul-
{uplicar mentalmenie {147}, por (343),y que (100),, por
(200),4. Si usascimos el sisiewna seplenario, considerariamos
la edad de 49 afios {y no de 50} una fecha redonda celebrin-
dola como un aniversario, diriamos «unos 98 metros» o «unos
196 metrosr al estimar a ojo las distancias (porque (98),,=
=(200); y {196),,={100); son ndmeros redondos en el sis-
lema seplenario), confariamos los objclos por septenas (y
no por decenas), etc. En una palabra, si fuese comdnmente
aceplado cf sistema sepienario, a nadie sorprenderia la frase
con la gue hemos comenzado nuestra exposicidn,

Sin cmbargo, cl sistema seplenario no tiene la menor
difusion y no puede competir de ninguna forma con el sis-
tema decimal. sPor qué razdn?

§2
ORIGENLES DEL SISTEMA DECIMAL
DE NUMERACION

R e e e e e

¢Por qué desempeiia un papel lan privilegiado precisa-
menle ef niunero 16? Una persona ajena a estas cuestiones
contestaria quiza sin vacilar que se trata sencillamente de’
que el afimero 10 es redondo y resuita cdmodo multiplicar
por ¢l cualquier nlmere, asi como contar por decenas, cen-
lenares, eic. Hemos visto, sin embargo, que la situacion
es precisamente Ja opuesta: el nimero 10 es redondo debido
a gue se toma por base del sistema de numeracion. Si pasamos
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decenas de arfios era una palabra basianic extendida espe-
ciaimente en el mundo del comercio. La docena de gruesas
se tlamaba «masa», aunque hoy dia pocas personas conocen
esta significacién de la palabra «masan.

Los ingleses conservan indudables vestigios del sistema
duodecimal: en el sistema de medidas (I pie=12 pulgadas)
y en el sistema monetario {[ chelin=12 peniques).

Nolemos que desde el punto de vista matematico el sis-
tema duodecimal tiene ciertas ventajas sobre el decimal

FIG. 1

porque el nimerc 12 es divisible por 2, 3, 4 y 6 mientras
(ue el namero 10 sélo es divisible por 2 y §; pero cuanlo
mayor sea fa canlidad de divisores del ndmero que constifuye
la hase del sisiema de numeracion, mayores ventajas se tienen
al emplearlo; volveremos a esta cuestion en el § 7 al tratar de
los criterios de divisibilidad.

En la DBabiionia anligua, cuya culfura (incluyendo la
matemidtica) cra bastante elevada, existia un sistema sexa-
gesimal muy complejo. Los historiadores discrepan en cuanto
a sus origenes. Una hipétesis, por cierlo no muy fidedigna,
es que se produjo la {usion de dos tribus una de las cuales
usaba el sistema senario y la otra el sislema decimal, sur-
giendo como compromiso entre jos dos el sislema sexagesi-
mal. Otra hipdtesis ¢s que los babilonios consideraban el
afio compuesto de 360 dias lo que se relacionaba de modo
natural con el niimero 60. Tampoco esta hipétesis puede con-
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siderarse sulicientemenle argumentada; siendo baslanie ele-
vados los conocimientos astronduticos de los antiguos babi-
lonios, cabe pensar que su error al estimar la duracidén del
aio cra mucho menor de 5 dias. A pesar de que no estin
aun claros los origenes del sistema sexagesimat, esld compro-
bada con suficienie seguridad su exisiencia y amplia difusion
cn Babilenia. Esle sistema, igual que el duodecimal, se ha
conservaco en cierta medida hasta nuestros dias (por ejemplo,
en la subdivision de 1a hora en 60 minutos y del minuto cn
60 segundos, asi como en ef sistema anilogo de medicidn
de los Angulos: [ grado==G0 minutos y | minuto=00 segun-
dos). Pero, en conjunle, csle sislema que precisa desesenta
ccifrasy difcrentes es bastanie complicado y menos cémodo
que ¢l decimal.

Segiin Stanley, famoso explorador del Africa, varias tri-
bus alricanas cmpleaban cl sisicma quinario. Es cvidente
la relacidn de este sistema con la forma de ta mano del hom-
bre, «maquina compuladoras primaria.

Los aztecas y los mayas, que durante varios siglos po-
blaban las regiones amplias del conlinente americano y
que crearon una alla culiura practicamenie liquidada por
los conquisladores cspafioles en los siglos XVI y XVII,
usaban el sisteina vigesimal. Esle mismo sistema era em-
pleado lambién por los celias que se cslablecieron en el
QOccidenie de Europa desde ¢ segundo milenio antes de nues-
tra era. Algunos vestigios del sistema vigesimal de los
cellas subsisien en el moderno idioma f{rancés: por ejemplo;
sochenta» en francés es «quaire-vingts, o sca, literaimente
«cualro veces veinles. El pamero 20 {igura también en el
sislema monetario francés: el franco, unidad monelaria,
consia de 20 sous.

Los cualro sistemas de numeracién menczonados (duocle-
cimal, quinario, sexagesimal y vigesimal) que junto al sis-
tema decimal desempenaron un papel notable en el desarrolio
de Ja cultura humana estan ligados —menos el sexagesimal
cuyos origenes no has sido .aciarados— a una u otra [orma
de contar por medio de los dedos de las manos {o de las manos
y de los pies), es decir, son de origen «anatom:co» indudable
igual que el sislema decimal.

Los ejemplos que hemos dado (y que podrnn ser amplia-
dos}) muesiran que estos sistemas han dejado maltiples hue-
llas hasta nuestros dias en los idiomas de muchos pueblos,
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en los sislemas monelarios cxislentes y en los sisiemas de
medidas, Sin embargo, para escribir los nGmeros o realizar
determinados caiculos siempre empleamos el sistema decimal.

§4
SISTEMAS POSICIONALES
Y NO POSICIONALLS

e

Todos los sislemas sefialados anieriormenie se basan
en el mismmo principio general. Se toma un nimere p, base
del sistema de numeracion, y todo nitmero N se vepresenia
como la combinacién de polencias de aquél con coeficienles
que toman valores de 0 a p—I1, ¢ sea, en la lorma

Qe PP gy 2 p g,
Despucs, este nimere se denota abreviadamente
B (O ye « @),

En este caso cl valor de cada cifra depende del Tugar que
ocups. Por ejemplo, en el niinmero 222 ¢l dos Tigura {res veces;
pero ei de la extrema derecha representa dos unidades, el
del medio significa dos decenas y el olro, dos cenlenarcs.
(Aqui iratamos con el sistema decimal. Si fuese empieado
¢l sislema de base p, eslos {res doses significarian, respeeli-
vamnente, los valores 2, 2p y 2p®.) Los sistemas de numeracidn
que se basan en csle principio se denominan sistemas posicig
nalfes.

Exislen lambién sistewnas ne posicionales que s basan en
oifros prineipios. El ejemplo mis conocido de tal sistema son
los niimeros romanos. En esle sistema se tienc una coleccidn
deferminada de simbolos principales —unidad [, cinco V,
diez X, cincuenta L, cien C, etc.— y todo nimero se repre-
senla como una combinacion de cstos simbolos. Por ejemn-
plo, el niimero 88 sc escribe en esle sislema asi

LXXX1II.

En eslc caso ¢l significado de cada simbole no depende del
Jugar gque ocupa. En la representacion del nimero 88 la cifca
X aparece {res veees v siempre vale lo mismo, diez unidades.
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En cada célula aparece aqui el produclo de los nameros que
corresponden a la {ila y a la colimna de esfa célula con la
particularidad de que todos los nimeros se escriben en el
sislema senario (hemos omifido el subindice correspondiente
para no complicar ia labla}.

Vali¢éndonos de esfa tabla, podemos muttiplicar [acil-
menle «en columnas los nimeros de tanfos érdenes como se
guiera. Por ejemplo,

x(352)“
{245),
(3124},
(2332),
(1144),

(145244),

La divisién «en angulos fambién se puede realizar en
cualquier sisiema de numeracion. Consideremos, por ejem-
plo, el problema siguiente: dividase (120101), por (102),.
He aqui la solucion:

(120101), | £102),
(102), (1101},
(111),
(102),
{201},
(102),
(22),

(Escribanse el dividiendo, el divisor, el cocienie y cl resfo
en el sislema deeimal y verifiquese el resultado.}
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Problesna 1. En la pizarra se ha conservado una férmuta
incomplela

23 —5—
Tl—642
15 ¢ 2 3

¢En qué sislema de numeracion estan escritos los sumandos
y la suma?

Respueséa. Bn el sistema septenario.

Problema 2. Al preguntarle cudntos alumnos hahia en
su clase un maestro respondié: «100 alumnos y de ellos 24
varones y 36 hembras». Primero la respuesta nos exirafo,
pero luege comprendimos que el maestro no empled el sis-
lema decimal. ¢Cual habia empleado?

La solucién de este problema es sencilla. Sea x la base
del sistemna correspondiente. Entonces fas palabras dei ma-
estro signilican que tiene x* alumnes de los cuales 2x+4-4 son
varcnes y 3x+2 hembras. Por lo tanto,

254 +3x+2=42,
o sea,
x*—bx—6-=0,
de donde

e 5k VT 517
T 2 =2

)
es decir,
0L=6 y x;=—1.

Puesto que —1 no puede ser base del sisiema de numeracién,
resulta que x=06. Luego, el maestro dio su respuesta en el
sistema senario: tenia 36 alumnos, de elios 16 varones y
20 hembras.

§6
CONVERSION DE LOS NUMEROS
DE UN SISTEMA A OTRO

¢Cdmo converlic un niunero escrilo, por ejemplo, en cl
sistemn decimal a olro sislemna dislinto, digamos cl septc-
narie? Sabewnos que para escribir un ndmero 4 en el sistema
septenario debemnos representarle en la forma
A=a, - Ttda, T4 . 4a,-7T4+a,.
Es decir, para haliar 1a representacion septenaria def niimero
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A debemos delerminar los coeficienies ay, @, ..., o, cada
uno de los cuales puede ser una cifra de ¢ a 6 inclusive. Di-
vidamos el ntimero A entre 7 {en ndmeros enteros). Es evi-
dente que ¢l resto serd igual a a,, pues en la representacion
del niimero A todos los sumandos, a excepcién del ditimo,
son divisibies por 7. Tomemos ahora el cociente que se ob-
tiene al dividir A entre 7 y dividamosio también por 7. E!
resto oblenido serd igual a a,. Continuando esle proceso,
determinaremos lodas las cifras a,, a1, . . ., a que figuran
en la representacion scplenaria del nimero 4; éstas serdn
los reslos consccutivos gue se obiienen en la divisién reite-
rada de esle ndmere por 7. Consideremos, por ejemplo, el

namero
(3287),,.
Dividiéndota enlre 7, enconlraremos ol cociente 469 y el
resto 4, Por consiguienie, la ditima cilra en la represenia-
cién seplenaria del namero 3287 es igual a 4. Para hallar la
segunda cira dividamos ¢l cociente cnconirado 469 entre 7.
Oblendremos cl cociente 67 y cl resle 0. Es decir, la segunda
cifra de la representacién seplenaria del nlimero 3287 cs
igual a 0. Dividiendo ahora 67 por 7, obtenemos el cociente
9 y el resio 4. Esle reslo 4 es la lercera cifra en la represen-
facion seplenaria del nomero 3287, Finalmente, dividiendo
¢l tllimo cociente 9 entre 7, obienemos el reslo 2 y el cocienie
i, Esle resto 2 es la cuarla cifra dela representacion buscada
y el cocienle ! (que no se puede dividir ya entre 7) es la quinta
{y Gllima) cifra. Por lo tanto,
(3287),, = (12404),.
El segundo miembro de esta igualdad es la abreviatura de
1 74-2. 7744740 7-+4
al igual que 3287 es la abrevialura de
3-10°42-10%-+8-10--7.
Los cdlculos realizados para pasar de la representacién de-
cimal del niimero 3287 a su represenfacidén seplenaria pueden
resumirse cémodamente asi:
3287 | 7
4 469 |7
0 767 |7
© 797
2

2 o904
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Queda claro que {cdo lo expuesto ¢s vilido {anto para el
sistema sepienario come para otro cualquiera. Podemos
enunciar la regla general que permite escribir un nimero A
en el sistema de numeracidén de base p: dividimos en ndmeros
enteros ¢l nomero A por p; el resto oblenide es el nimero
de unidades dv primer orden en ia represenfacién p-naria
del namero A; dividiendo de nuevo entre p el cociente ob-
tenido en lu primera division, tomemos el segundo resto;
éste sera ¢l numero de unidades de segundo orden; ete. El
proceso continiia hasta obtener un cocienfe menor que la
base de numeracion p. Esle cociente es el niimero de unidades
del orden superior.

Consideremos olro cjemplo; eseribase ¢l nimero 100 en
el sislema binario. Tenemos

100 | 2
0 50 {2
07252
1“151
0

|w

= ch
ES

-—

12,
1

0 sea,
(100),, = (1100160),.

La conversion de los nimeros escritos en el sistema de-
cimal al sislema binario es.elemento constante al operar con
las computadoras de las cuales trataremos mds adelante.

En los ejemplos considerados el sistema primario era el
decimal. Los mismos procedimientos permiten convertir un
niimero escrito en un sistema cualquiera a oiro. Para ello
habrd que realizar Ja misma serie de divisiones consecutivas
que en los ejemplos citados, pero estas operaciones habran
de realizarse no en el sistema decimal sino en el sistema
empleado para la representacién primaria del niimero.

Problema, Supongamos que tenemos una balanza (de
dos platillos) y pesas de | gramo, 3 gramos, 9 gramos, 27 gra-
mos, etc. (una pesa de cada tipo). ¢Permite este juego de
pesas determinar el peso de un cuerpo cualquiera con preci-
sion de hasta un gramo?

La respuesta es positiva. Veamos la sclucién de este pro-
blena basada en la representacién ternaria de los nimeros.
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Supongamos que el cuerpo pesa A gramos (consideramos
que el niimero A es entero). Este nitmero A puede ser repre-
senfado en el sislema lersiario

A= (a0, .. NV

0 5ea,

A=a,-3"+ta,_,-3"" ... J-a,-3+a,
donde los coelicienles a,, a4y, . . ., a, loman los valores 0, |
A 2. Y

Pero podemos representar lodo nimero en et sistema ter-
nario de forma algo distinla empleando las cifras 0, 1 y —1I
{en lTugar de 0, 1 y 2). Para obtener esla representacion,
converlimos el namero A escrito ¢n ef sistems decimal al
sisiema ferpario emnpleando para ello el esquema de divisio-
nes conseculivas ya descrilo; pero cada vez que al dividir
entre ires obtenemos en el resto 2, aumentaremos el cociente
en una unidad y escribiremos el reslo en la forma de —1.

Asi ohtendremos 1a siguiente representacion del nimero 4

Azbm-BW.l..bm_l.Bﬂ'l.l_ s ‘;‘bl's_{"bm

donde cada coeficiente by, Doy, - . -, & puede ser igual a
0, 1 6 —i. Por cjemplo, et niamero 100 (que en el sistema
ternario corriente se escribe 10201) quedara represeniado,
aplicado esle procedimiento, como 11—[01, pues 100=3'+
+3—3%+1.

Coloquemos ahora el cuerpo de A gramos cn el primer
platitlo de ia Lalanza y la pesa de 1 gramo en el segundo
plalillo si by=1 y en el primero si by=—1 {siendo =0
no usaremos [a priinera pesa); después, la pesa de {res gramos
se coloca on el segundo platiilo si by=1 y en el primero si
by==1, elc. Es obvio que manejando de esta forma las
pesas, lograremos equilibrar el peso A. O sea, con pesas de
1, 3, 9, cle. gramos se puede equilibrar en la bhalanza un
peso cualquiera. Si se desconcce el peso del cuerpo, manejamos
las pesas hasia Jograr el equilibrio y, de este modo, deter-
minamos el peso del cuerpo. ’

Para aclarar lo expuesto veamos un ejemplo. Supongamos
que ¢l cuerpo pesa 200 gramos. Convirtiendo el namere 200
al sistemia ternario por el procedimienfo corriente, oblen-

2’
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dremos
200 | 3
Ik
0 22 | 3
i7 |3
1 "o
Por lo tanio, (200),,={21102); 0 en forma desarroitada
200=2-341-334-1.32-4-0.3}-2,

5i convertinos el nimero 200 al sislema lernario empleando
el segundo procedimiento (o sea, usando —I y no usando 2),
lendrenios
200 | 3
—1 67 ] 3
1 7223
L7773
9 | 3
—1
es decir,
200=1-35—1-3"4-1-3"4-1- 351 - 3—1.

(fa Gltima igualdad se puede comprobar por cilculo directo).

Por consiguiente, para equilibrar el peso de 200 gramos
colocado en un platillo deberemos poner en el mismo piatillo
tas pesas de 1 gramo y de 8 gramos y en ¢l otro pilatille,
las pesas de 3, 9, 27 y 243 gramos.

§7
SOBRE LOS CRITERIOS
DE DHVISIBILIDAD

Existen unos criterios simples que permiten determinar
si un numero es divisible, por cjemplo, entre 3, 5, 8, cic.
Recordemos tslos crilerios.

i. Criferio de divisibilidad por 3. El ntimero es divisible
por 3 si 1a suma de sus cifras es divisible por 3. Por ejemplo,
el nimero

257802 (suma de cifras 2-+5474-8-1042==24)
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Respuesla. p=T7 y A=(1344}; si p no estd acotado hay
infinitas solucidnes; a saber: p puede ser igual a cualquier
nintero de tipo 7k 6 7A—I, donde k=12, ...

2. Demudéstrese que el niimero

(anau—l' ‘ 'alau)p!
o sea, e ndmero

(AP +Cpy-p" . Oy p an)!
es divisible por p—1 si, y sdlo si, es divisible por p—1 ia suma
[In-f-ﬂ"*‘—!- e -I-Gl+ﬂo.

(Compirese con el criterio de divisibiiidad por 9 en el sistema
decimal y por 11 en el sistema duodecimat.)

§8
SISTEMA BINARIO

El nimero 2 es el menor de los nimeros que se puede
tomar como base de un sistema de numeracion, El sistema
correspondicnte a esta base, llamado binario, es muy anti-
guo. Lo empieaban, aungue de forma muy imperfecta, ai-
gunas tribus de Australia y Polinesia. La ventaja de este
sistema es su exirema sencillez. En ef sistema binario in-
tervienen solo dos cifras O y 1; el nimero 2 representa la
uniidad del orden siguiente. También son muy sencillas las
reglas de las operaciones con ios nimeros escritos en el sis-
{ema binario. Las reglas principales de adicion se resumen
asi:

04+0=0, 0+1=t, 141=(10),,

y la tabla de muitiplicar para el sistema binario es

01
0jojo
o]t

Un defecto relativo det sistema binario consiste en que
incluso para escribir nimeros no muy grandes hay que em-
plear muchos simbolos pues la base de esle sistema es pe-
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En las condiciones actuales, en Jugar de piedras se cm-
pleant objelos wmds accesibles, por cjemple, cerillas y  este
juego se conoce como «el juego de las cerillase, Estd claro.
que la esencia del juego no cambia al susliluir las piedras
por ceritias (o por ofros objetos). El problema consisie em
determinar el desenlace del juego si ambos jugadores aplicar
la faclica optima y en explicar en qué consisle esta tactica
optima.

Para resolver este problema conviene recurrir al sistema
hinario. Supongamos que jos tres montones tienen a, b'y ¢
cerillas, respeclivamenfe. Representemos los numeros a, &
y ¢ en el sisiema binario

ae=a,-2"t4-a,_,-2""'4- ... 42,:244a,,
bmelp-27 40, 127724 . L0, 24 by,
=0, 2" F oy 277 L 6 246,

Podemos aceplar que todos los nimeres tienen la misma can-
tidad de ordenes agregando, si es necesario, por delanie a fos
nimeros que tienen menos digilos que los demas ia cantidad
correspondientie de ceros. En este caso, cada una de las cifras
Qo, Do, Coy + « -5 Oy, U, C puede ser igual a0 6 1, con la par-
licularidad de que al menos una de las tres cilras ty, Um, Cm
(pero no necesariamenie lodas) cs dislinla al cero. Ei jugador
que realiza Ja primera baza puede sustituir uno de los nu-
meros a, ¥ & ¢ por cualquier niiero menor. Supongamos
que ha decidido {omar las cerilias del prisner montén, o
sea, variar el nlunero a. Ello significa que cambiardn algunas
de Jas cifras ao. @y, . ... G, Andlogamente, al tomar las
ceritlas el segunde montén cambiard al menos una de las
cilras b, by, - . -, by y al lomar las cerillas del tercer mon-
{6n allerard como minimo una de las cifras ¢, ¢, . ., Cam-
Consideremos ahora las sumas

am+bm"*'cmi am-l+bm-l+r:m-l' e ﬂo+b0-’f—fn. [*)'

Cada una puede ser igual a 0, 1, 2 6 3. Si al menos una es
impar (o sca, es ijgual a 1 6 3), el jugador que hace la primera
baza puede asegurarse la vicloria. Efectivamente, sea a,+
“+by--¢, 1a primera (de izquierda a derecha) de las sumas (*)
que resulis impar. Enfonces, al menos una de las cilras
ay, by, ¢y es igual a |. Supongamos que a,=1. En esle caso,
el jugador pucde tomar del primer montdn tantas cerillas
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que los coeficienles a,, . . ., @y, no se alteren, fa magnilud
ay se haga igual a cero y cada uno de los coelicientes a, _,,

- ., ap fome aquel valor {0 6 1) que le convenga al jugador;
0 sea, del primer montdén se pueden lomar tantas cerilias
que todas las sumas

Up s "'bh*x“i‘ck—n ey +bo +Co

s¢ hagan pares. En olras palabras, él que inicia el juego puede
conseguir que después de su baza todas las sumas (*) resuiten
pares. EI segundo jugador, como quicra que aclie, alferard
inevitablemenle 1o paridad de una de estas sumas por o
menos. s decir, despuds de su jugada al menos una de las
sumas (*) serd fmpar. El primer jugador puede conseguir
enfonces que lodas Jas sumas (*) resullen de nucvo pares.
Resumiendo, después de cada baza del primer jugador todas
fas sumas (*} resultan pares, mientras que después decada
baza del segundo una de estas sumas por lo menos resulia
impar. Puesto que el nimero total de cerillas va disminuyen-
do, mds temprano o mis farde se daci la situacion cn gue
iodas las sumas {*) seran igual a cero, o sea, no quedaran
cerillas. Pero como {odas las sumas (*) seran enfonces pares,
esta siluacidn se dard después de una baza del primer ju-
gador, es decir, el primer jugador gana. En cambio, si en el
momenlo inicial fodas las sumas (*) son pares, cuglquiera
que sea la baza de! primer jugador, al menos una de [as sumas
{*) se hard impar. El segundo jugador podrd aplicar la tic-
fica descrita para cl primer jugador y de esia jorma ganar
ja pariida.

Por lo tanlo, ¢l desenlace del juego esta predeferminado
por los valores de fos nimeros a, b y ¢, Si son tales que al
menos una de las sumas (*) es impar, el primer jugador puede
asegurarse la victoria. Si todas esas sumas son pares, gana ci
segundo jugador si emplea la tactica correcia.

Es facil darse cuenta de que las lernas de nlmeros pro-
picias al segundo jugador aparecen raramente dc modo que
ganard, como regla general, el primer jugador si juega co-
rrecio y silos nitmeros a, & y ¢ se escogen al azar. Por ejemplo,
st tenemos 10 ceritlas {a-Fb4c=10), exislen 9 posibilidades
de distribuirlas en tres montones; 8 de éstas garantizan la
victoria del primer jugador y sélo una la victoria del segundo.
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Es nalural preguntar: «¢Exisle un sislema de cifrado
que garaniice ia conservacion absoluta del scereto o todo
lexto cifrado puede ser entendido, en principio, por un ci-
frador suficientemente habil?»

Na es dificil inventar un sistema, muy simple en esencia,
que haga imposible la lectura del lexto ¢ifrade por una per-
sonia que no conozca la etave. Para describirlo, emplearemos
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el sistcma binario y la representacién de las letras en forma
de niumeros binarios de cinco digilos que hemos introducido
en el paragrafo anferior.

1 El cédigo telegrafico permite dar a lodo texto la forma de
una sucesion determinada de combinaciones de cinco digitos
formadas por ceros y unos. Supongamos que hiemos preparaco
de antemano una sucesién {otalmenie arbitraria de combina-
ciones de cinco ceros y unos. Esta sucesidn que se emplea
para cifrar e} texto se denomina gama. La gama se prepara en
dos ejemplares perforando, por cjemplo, una cinta de papel
{véasc 1a fig. 3 donde cada !ines verlical corresponde a una
combinacidn delerminada de cinco digitos signilicando el
orificio el uno y el blanco ei cero). Consesvemos un ejemplar
de la gana y enviemos el oiro al destinatario. Tomemos
ahora el texlo que deseamos transmitir y sumémoslo «segin
Tos ordeness con la gama preparada. Esto significa lo siguien.
te: el primer ndmero de cinco digifos {o sea, la primera
letra) del texio se suma con el primer niimero de la gama, el
sepundo namero del texto con el segundo nGmero de ta gama,
etc., pero con ta particuiaridad que la adicidn no se efectiia
scgiin la regla corrienfe cuando la suma de dos unidades
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§12
UNAS PALABRAS SOBRE
LAS COMPUTADORAS

e —rmay

Heinos hablado de la aplicacion del sistema binario en
la telegrafia, una rama reiativamente vieja de la técpica
{los primeros aparalos telegraficos, basados en la transmisidn
por cable de impulsos eléciricos, aparecieron en la década
del- 30 del siglo pasado), Veamos ahora una de las aplica-
ciones mas modernas del sistema binario: en las computa-
doras. Pero previamenie, aunquc sca en lineas generales,
deberemmos  explicar que son las llamadss computadoras
~elecirdnicas.

La historia del desarrolio de 1a téenica de célculo es a la
vez wnuy larga y mwy corla. Los primeros aparatos que faci-
litaban y aceleraban el {rabajo de cilculo aparecieron hace
inucho. Por ejemplo, el ibaco se conoce desde hace més de
cratro milenios. Al misme tiempo, las verdaderas maguinas
malendlicas surgieron hace unos afios con la aparicion de
Yas primeras computadoras rapidas hasadas en la aplicacidn
de la técnica radicelectrdnica {lamparas primero y semicon-
ductores después). Esta rama de la técnica alcanzé sorpren-
denles éxitos en plazos suy cortos. Las computadoras moder-
nas funcionan a velocidades de cientos de miles e inciuso
millones de operaciones por segundo; es decir, que una de
esas maquinas realiza cada segundo tantas operaciones como
un experlo caiculador provislo de un aritingmetro, por ejem-
plo, en varios meses, La aparicion de estas maquinas permilio
resolver con éxito problemas tan complejos y extensos que
habria sido inutil siquiera planlcar con el procedimiento
de cileulo manual. Por ejempio, las compuladoras modernas
pueden resolver sislemas de varios centenares de ecuaciones
de primer grado con un nitmero igual de incdgnitas. Con lapiz
y papel o con un aritmémetro, un cajcutador no podria cum-
plir esta tarea ni en toda su vida.

En la titeralura de divulgacién, al hablar de las compula-
doras, se emplean frecueniemenie expresiones como «ma-
quina que resuclve ecuaciones complejasy, «miquina que
juega al ajedrez» o «maquina traduclora de un idioma a
otro». Asi puede crearse la falsa impresion de que cada una
de estas funciones —resolucion de ecuaciones, juego a aje-
drez, traduccion, ele.— se realiza por una maquina especial

. 3 M 7004
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Los dalos de partida en uno u olro problema s¢ suelen
dar cn el sisiema decimal. Para que una maguina, basada.
en e sistema binario, pueda operar con estos datos ¢s preciso-
fraducirlos al idioma del cddigo binario «comprensibies
para el dispositivo aritinético de la mdquina. Esta {raduc~
cién, claro esld, puede ser facilmenle aviomatizada. Por
olra parte, es deseable que los resuftados obtenidos por la
maguina sean nuevamenle escritos en ¢l sistema decimal.
Por eso, en In compuladora se sucie prever ta conversion
automatica al sistema decimal de Jos resultados obtenidos.

Como una forma inlermedia se emplea con frecuencia e
las computadoras ¢l sistema binario-decimal mixlo. Con-
siste ot que el nlmero se escribe primero en el sistema de-
cimal y desputs cada una de sus cilras se representa en el
sislema binario mediante ceros y unos. Por lo tanlo, en el
sistema binario-decimal tode ndmero se represenia mediante
varios grupos compuestos por ceros y unos. Por ejemplo,
¢! numero

2593

en ef sislema binario-decimal se escribe asi
0010 0101 100t 0011.

A {itulo de comparacion daremos la representacion binaria
de este mismo mimcro :
10100010001

Veamos como se realizan Jas operaciones arilinélicas en
la compuladora basada en el sistema binario de numeracién.
La operacidn principal que debemos examinar es la adicion,
pues la multiplicacién consiste en la adicion reiterada, la
resta en la adicién de nimeros negativos y, finalmente, la2
division en [a resia rciterada. A su vez, la adicién de ng-
ineros de varios Grdencs consiste en realizar la adicién cn
cada ordon. _ .

La adicion de dos nidmeros binarios en cada orden puede
ser descrila asi U. Sea « la cifra que figura en el orden dado
del primer sumando, sea b la cifra de este mismo orden cn eb
segundo sumando y sea ¢ Ja cifra que debe ser trasladada
del orden anlerior {donde ha sido ya realizada la adicién}.

B Aqui s trata de Iz adicién sarilmélicar corriente y no de la adi-
cién ssegin ¢l orden» mencionada en ¢l § H on relacidn con el cilrado de
un texto, avnque la adicidn ssegan el ordenr también desempena su papel
stnportanle en el funcionamiento de ]a}co:_npu_iadora.
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sistema natural de logaritmos y que desempena un papet
importanle en distintas cuestiones de las Matematicas su-
periores. Xl niunero e es igual aproximadamente a

2,718281828459045...

El nitmero enlero mas préximo a e es 3. Es la base del sistema
«de numeracién de mayor capacidad.
El grifico de la funcién

y={x)*
puede verse en la fig. 4 (con la particularidad de que son
distinlas las unidades tomadas en los ejes x e g).

¥
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La capacidad del sistema de numeracion es un momenlo
imporlante desde el punto de vista de su empleo en la compu-
tadora. Por eso, aun cuando la aplicacién en las computa-
doras del sislema lernario en lugar del binario origina defer-
winadas difieultades {éenicas (deben emplearse elemeatos
que tienen tres posicioncs estables y no dos), este sistema ha
side ya empleado en algunas computadoras.

§i3
SOBRE FRACCIONES [NFINITAS

Hasta aqui hemos hablado de niimeros enleros. De la
representacion decimal de los nimeros enferos es natural pasar
a las fracciones decimales. Para ello es preciso considerar,
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atleinds de las polencias no negativas del nimero 10 (o sea,

, 10, 100, etc.), lambién las polencias negativas (1072, 10~
efc.) y formar combinaciones en las que parficipan tanto unas
tomo ofras. Por cjemplo, la expresion

21,581
significa como se sabe
24100 L 3.100--5-10"14-8-10-24- 1. 1072,

etc.

Es comodo represenlar los dilerenles ninneros mediante
punlos de la recia. Tomemos una recta y escojamos en ella

FIG. §

un punto delerminado O (origen), una direccién positiva (ha-
cia 1a derecha) y una unidad, el segmento 04 (fig. ). Acep-
temos que el punto O representa ¢l cero y el punto A el wno.
Construyendo a la derecha del punto O el segmenio OA dos,
ires, etc. veces, obtendremos los puntos que corresponden
# los niimeros dos, (res, elc. En la recta se pueden representar
de esla forma lodos los niimeros enlcros. Para representar
tos nimeros [raccionales que conlienen décimas, ceniésimas,
eic. es preciso dividir ¢l segmenio 0A en chez cien, elc.
parles y emplear eslas unidades wenores (e longllutl. [a-
demos de esla forma representar en la recta los puntos co-
rrespondientes a lodos los numeros de lipo

My _y ...y, Uhy 0,

o sea, o lodas las fracciones decimales. Esti claro que na
llegaremos a agotar todos los punlos de la recta. Por ejemplo,
si a parlir del punto O consirnimos en la recta el segmento
que representa fa diagonal del cuadrado de lado uno, el
extremo de csle segmenlo no apareeerid  enire los puntos
que coiresponden a las [racciones decimales por cuanto el
lado el cuadrado y su diagonal son inconmesurables.
Si queremos que a cada punlo de esia recta corresponda
uns fraccién, tendremos quec recurrir a [as fracciones deci-
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divisiones posieriores aparecerd en la parle que lleva el na-
mero Q resultando la fraccién

0,1000...

Por lo tanto, obtenemos dos [racciones infinitas corres-
pondientes a un mismo punto. Lo mismo ocurrird con cual-
quier punto froniera {de dos segmentos) de todas las divisio-
nes. Por ejemplo, tas fracciones

0,125000... y 0,124999...

corresponden cn fa recta a un mismo punto.

Esla indeterminacion se puede evilar conviniendo que
todo punio frontera pertenecerd a uno de los segmentos
quu scpara, ya sea al de la derecha o al de la izquierda, pero
siempre al mismo. En olras patabras, podemos eliminar
todas las fracciones que contiencn «la cola infinitas compuesta
de ceros o lodas las fracciones que conticnen «la coia infinitas
compuesia de nueves.

Estableciendo esta limitacién se puede hacer correspeonder
<ada punto ¥ del segmento & una fraceién decimal infinita
bien delerminada, con la particularidad dec que a dos puntos
dislintos corresponderan dos fracciones distintas.

No es esencial, claro estd, el hecha de gue para fijar la
posicién del punto en el segmento mediante divisiones suce-
sivas hayamos dividido el segmento correspondicnte en
10 partes. Esto se debe sencillamente a nucsira prapensién
tradicional a emplear el sisfema decimal. Podriamos tomar
en lugar de diez olro niimero cualquiera, por ejemplo, dos,
0 sea, dividir siempre el segmenlo por la mifad asignande
a una mitad el nimere 0 y a la otra, el nimero | y tomando
aquclla a la que pertenece el punto considerado. En este
casa, lodo punio corresponderia a una sucesidn b,, b,, . . .,
b, comnpucsta sélo por ceros y unos que seria naturat escribir
en la forma

0. &by . by L),

y denominar fraccijn binaria infinifa. Tajando esta sucesién
en un lugar cualquiera obiendriamos una fraccién binaria
finila .
Q) bibe. ..},
0 sca, ¢l nimero
by gt grb by g
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gue determinaria la posicion del puiilo considerado con un
l .
erfor que no pasa de parte del segmento principal.
Las Iracciones decimales infinitas —que permiten re-
presentar lodos los puntos de {a recla— constituyen un apa-
rafo cdmodo para conslruir la tcoria <le los niimeros reales,

fundamento de muchas ramnas de las Malematicas superiores.
Con no wenos éxilo podriames emplear para eile en jugar

FIG. §

de las fracciones decimales olras [racciones infinilas {por
cjemplo, binarias, fernarias, elc.).

Para concluir consideremos un problema insiruclivo. To-
memos de nuevo ¢l segmento OA, dividadmosio en {res partes
iguales y excluyamos Ja parte media (aceplando que los
propios puntos de division fambicén le perlenecen y, por con-
siguienie, son excluidos {ambién; fig, ). Las dos parles
que quedan también se dividen en ires parles iguales excluy-
endose la parte media. Se oblienen eanlonces cualro partes
pequefias y en cada una se excluye e nuevo ia lercera parle
mediz. Continucinos este proceso ilimitadamenle. ¢Cuanlos.
punios del segmento OA quedaran?

A primera vista puede parecer que después de esta «de-
puraciény sélo quedaran los punles extremos O y A. Esta
deduccion se diria confirmada por el razonamiento siguiente,
Caleulemes la suma de las longiludes de los segnienlos ex-
cluidos. (Recordemos que la longitud e todo et segmento 0A
se ha lomado igua! a 1). En el primer paso excluimos un seg-

. ]
meitio de JOI'IgIll[{l—,S-, enn el segunde dos segmentos de lon-.

. | |
gilud 4 cada uno, en e} lercero cuairo scgwentos de 7 -
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elc. La suma de las longitudes de {odos los segmentos ex-
cluidos es igual a

Tenemos unu progresion geemétrica decreciente infinita cop
1 ; . 2 . . .
7 oMo priner férvino y < como razon. Segin la {érmula
.correspondienle, su suma cs igual a
l
3
—g =1

hi

Por lo tanle, la sumna de las fongitudes de los seginentos
-excluidos es ignal exaclamenle a la longitud del segmento
dnicial OA.

Sin embargo, en el proceso descrilo més arriba queda un
conjunto infinilo de punios, sin contar ya los punlos O y A.
Para comprebar esto procedamos asi. Representemos todo
punlo del segmento inicial OA medianle una fraccidn in-
finita en ¢l sislema ternario. Cada una de cslas fracciones
-eslard compuesta por ceros, unos y doses. Yo afirmo que en
e} proceso (escrilo mas arriba de «exclusion de las parles
-medias» quedaran sin exciuic los puntos correspondientes
a las fracciones ternarias gue no contienen ningdn uno (o
sea, vonstan sole de ceros ¥ doses). En clecto, en ¢} primer
paso se ha excluido la tercera parie media dej segmento ini-
cial, ¢s deciv, se lhan excluido los punles corresnondientes
a las fracciones ternarias con el uno en primera posicién.
En la segunda elapa, de tas paries restanies se ha excluido
la fcreera parle media, o sea, se eliminan las fracciones con
ef uno en segunda posicién, ete. (Con la parficularidad de
-que se excluyen también los puntos que se represenian por
-dos fracciones ternarias, si al menos una de éstas conliene
-el umo. Por ejempln, el extremo de la derecha de ia primera
lercera parle del segmento OA, es decir, ¢l ndmero -.%-. se
-puede representar mediante la fraccién fernaria

¢,1000... ¢ 0,0222...

y esle punto se excluye.) Por (o tanto, el proceso descrito
«deja en el segmento OA los punlos correspondientes a las
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