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§ 1. QUE ESTUDIA
LA TEQRIA
DE LOS JUEGOS.
NOCIONES BASICAS

Al resolver una seric de problemas priicticos (en ¢l terreno
de la economia, del arle militar, etc.} s¢c tiench gque analizar
siluaciones en las cuales estdn rcpresentadas dos (o mds) partes
antagénicas que persiguen objetivos opucstos. El resuitado de cada
medida de una de las parics depende del tipo de  accion
clegido por cf contrario. A cstas situaciones las denominaremos
“sitnaciones de conflicio™

Se pueden dar muchisimos ¢jemplos de sitwaciones de con-
flicto en diferentes canpos priclicos. Cuslquier situacidn que
surja ¢n el curso de operaciones mililares perlencce a las
sitwactones de conflicto: cada uny de l2s paries contrincanies
toma todas las modidas que tiene 3 su alcance para impedir
que cl contrario logre ¢f éxilo. Siluaciones de conflicla son
también aquellas que se crean al escoger los sistemas de arma-
mento, los mélodos de su empleo ¥, en general, al planificar
las operaciones militares: cada una de estas decisiones debe
tomarse calculando la accion del contrincante menos ventajosa
para nosotros. En la ccanomia sucle haber upa seric de situa-
ciones (sorbe tado, al existir 1a libre competencia) que perteoccen
i las lNamadas de conflliclo; en éstas c¢f papel de las partes
antagénicas lo desempedian fas lirmas comerciales, lxs empresas
industriales, etc,

La necesidad de analizar scmejantes sitaciones hizo que
surgiera un aparato matematico cspecial. La tcorin de los jucgos,
tn esencia, no es otra cosa mds que la teoria malemitica
de tas situaciones de conlflicto. El objelivo de la teoria consiste en
la claboracion de recomendaciones sobre fa forma razonable de
las acciones de cada une de lus contrincantes cn el curso d¢ una
situacién de conflicto.

Cada sitvacion de conflicto tomuada directamente de [a prictica
¢s muy compleja y su amilisis se dificulta por haber muchisimos
factores secundarios, Para hacer posible un andlisis inatemitico
de la situacion es necesario prescindir de estos factores y construir
tin modelo simplificado y formalizade de Ia situacidén. A esic
modclo lo denominaremos “jucgo”.
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E} juego se dilecrencia de una situacion rcal de conllicto
en que se realiza a base de reglas compleiamente determinadas.
Desde hace mucho tiempo la humanidad cmplea tales modelos
lorinalizados de situaciones de conlflicto denominados juegos,
en el sentido cstricio de la palabra. Pueden servir de ejemplo
el ajedrez, las demas, los juepos de cartas, etc. Todos estos
juegos ticnen un cariacter de emulacidn que transcurre de acuerdo
con reglas conocidas ¥ 1ermina con la “victoria™ (ganancia)
de un jugador u otro.

Tales jucgos, formalmente reglamentados y organizados de
manera artificial, conslituyen el material mds adecuado para la
iJustracion y la asimilacion de las nociones fundamentales de Ja teoria
de [os jucpos. La terminofogin tomida de Ja peictice de dichos
jucgos se¢ ecmplea tambitn on el amdbsis de olrias  siluaciones
de conllicto: a los que participan en ellas se les llama condicio-
nalmente “jugadores” y al resullade decl encuweniro, “ganancia”
de vna de Jas partes.

En ol juego pueden chocar los intereses de dos o mds
contrincantes; en el primer caso ¢l juego se llama “de dos
personas”; en ¢l segundo, “de varias personas”. Los participantes
de un jucgo de varias personas pueden formar coaliciones
constanies o lempotales. Cuando hay dos coalicioncs constantes
un juego de muchos s¢ convierle en uno de dos. La mayor
importanciy prdctica Ju tienen los juepos de dos personas, aquj
nos limitaremos sblo al estudio de éstos.

Comencemos 1a exposicidn de Ja tecoria clemental de ios
juegos formulando ciertas nociones bdsicas. Veamos un juego de
dos personas en cl que parlicipan los jugadores A y B que
tienen intereses anfaponicos. Por “jeego™ comprenderemos un acto
compuesto de una seric de acciones de los participanies A y B,
Para que el jucgo pucda ser somelido a un andlisis matema-
tico, sus reglas deben de cstar cxactamente delinidas.

Se cntiende por “reglas del juego™ of sistema de condiciones
que determina las posibles variantes de accidon de las dos partes,
la cantidad de informacion de cada parte sobre la condocta de
la otra, la sucesion de las alternaciones de las “jugadas”™
(soluciones aisladas que se toman en el curso del juego) y tambidn
el resultodo o el fin del juego al que conduce un determinado
conjunto de jugadas. Este resultado (ganancia o pérdida) no
siempre tiene unpa expresién cuantitativa pero, pgemeralmente,
estableciendo cicrta escala de medidas, se puede exprcsar con un
nimero definido. Por ejemplo, en el ajedrez puede atribuirse
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La matriz det juego de m x n tienc la forma siguicnie:

4 A B, ... a,
A an a1y S in
4, az ax e a3y
A il iy L tAmn

Designarcmos abreviadamente esta matriz del jucgo por |au.

Veamos algunos cjemplos clenseatales de jucgos.

Ejemplo 1. Dos jugadores, A y B, sin mirarse el uno al
otro colocan en fa mesa upa moneda cada uno en posicion de cara
arriba o de cruz arriba, segin su propio parecer. Si eligicron
la misma posicion (los dos pusieron cara o los dos cruz} entonces
el jugador A se queda con las dos monedas, en caso contrario el
jugador B se queda con ellas. S¢ debe analizar ¢l juego y componer
su maltriz.

Resolucion, El jucgo consta sélo de dos jugadas: la nuesira
y ta del adversario. Las dos son pecrsonales. Esle juego no
pertenecc a los jucgos con informacién perfecta pucsto que en el
momento en el cual se hace la jugada ¢l jupador no sabe o
que ha hecho ¢l otro.

Como cada jugador liene sélo una jugada personal, su estralegia
es la eleccién cn esta unica jugada personal.

Nosotros tenemos dos estrategias:

A, que es elegir la cara y A,, clegir la cruz. El adversario
tiene también las mismas dos estralegias: B, (cara), B, [cruz)
Asi que ¢ste cs un juego de 2 x 2. Consideraremos que lu
ganancia- de una moncda se cxpresa con +1. La matriz del
jucgo se tepresenta aqui.

Bl g B,
A {cara) § (eruz)
Ay 1 -1
{cara)
Ay -1 1
{cruz)
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En ¢l e¢jemplo de este juego, a pesar de ser i{zn elemental,
es posible aclarar ciertas idcas csenciales de la teoria de los juepos.

Comnencemnos suponiendo que este juego se hace una snla
vez, Enlonces cs evidente que no tieme sentido hablar de tales
o cuales “estrategias™ de unos jugadores mds razonables que
otros. Cada jugador puede elegir cualquier solucion can el misma
motive. Sin embargo, al continuar el juego Ia cosa cambia,

Realmente, supongamos que nosotros (el jugador A) elegimos
cierta cstrategia (digamos 1a 4} ¥ nos atenemos a efla. Entonces
ya por los resultados de las primeras jugadas el adversario
adivinard nuestra estrategia y respooderi de la maneta menos
ventajose para nosotros o sca cscogiendo la cruz. Estasd claro
que serfa pard nosotros desfnvorable emplear siempre una misma
esteadepia: para no quedar con pérdidas tenemos que clogir unus
veces ¢ara ¥ olras cruz, No obstante, si vamos a alternar la cara
¥ la ¢ruz con alpuna sucesion delerminada (por gjemplo ana jugada
$i y otra no} el adversario también puede observarlo y responder
a esta estrategia de 1o peor manera para nosotros. Evidentemente,
el procedimiento de mds seguridad que garantiza que el adversario
no conozca nuesira estrategin es ana organizacidn de la eleccion
en cada jugada en la que nosotros mismos no conozcatnos de
antemano fa salugion {eso se puede ascgurar, por ciempla, lanzando
una moneda al aircl. Asi, con razonamientos intuitivos llegamos
a una de las nociones esenciales de la leoria de los juegos,
a la nocién dc la “estralegia mixta”, o sca aquelln en la que las
eslrategias “puras” {cn nuesiro caso 4, ¥ A;) se altcrnen aleatoria-
menic con delerminadas lrecucncias. En el ejemplo dado, partiendo
del razopamicnto de la simetria, estd claro anlicipandamentic que
las cstrategias "4, ¥ A, dcben alternar con igual frecuencia;
cn jucgos mids complicados [a resolucion puedc estar Igjos de ser
trivial,

Ejemplo 2. Cada uno de¢ los jugadores 4 vy B simultdnca
¢ independientemente apunta uno de los tres numeros:; [, 2 ¢ 3

5i la suma de los nlmeros cscritos es par 8 le paga a2 4
en rublos esti suma y viceversa, si es impar, o sca, A le
paga la suma a B. Se requicre analizar cl jucgo v formar su
malriz.

Resolucidn. El jucgo se compone de dos jugadas; las <os san
personales. Nosalros (4) tenemos tres estrategias: A;, apuniar ¢l 1;
A;, apuntar ef 2; Aj, apuntar el 3. El adversario {B) liene las
mismas tres estrategias. Se trata entonces de un jucgo de I x 3
gue lienc Ja matriz que aparece aqui,
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A 81 B b,
A 2 -3 4
Az -3 4 -5
Ay 4 | =5 6

Evidentemente, como en cl caso anferior, a coalquicc estra-
tegia elegida por nosotros el adversario puede contestar de la
manera que peor nos afecte. En efecto, si elegimos, por gjemplo,
la cstrategia A, e adversario sicmpre responderd a efla con la
cstrategia B,, a 1a estralcgia A, con la estrategia Ba. a la cstrategia
Ay con la estrategin J., De esta manera cualguicr cleccidn de
una estrategia  detesminada  jocvitablemente nos  levari a la
perdida, *

La resolucion de este juego {o sea ci conjunta de cstrategias
mas ventajosas para los dos jugadores) se dard en el § 5.

Ejemplv 3. Sc cucuentran a nuestra disposicién tres clases
de armamentos: A, A;, A;; ¢ encmigo cuenla con ires clases
de aviones f7,, B;, B;. Nucsiro objelivo consiste en hacer blanco
cn cl avidn: cl del encmigo, cn mantenerio a salvo. Si se emplea
el armamento 4, se bard blanco cn los aviones de las clases B,
B;, By con las respcctivas probabilidades 0,9: 0.4 y 0,2; con el
armamento 4., las probabilidades serdn 0,3; 06 v 0.8; con el
armamento Aj, serdn 0,5, 0,7 y 0,2. Se requicre definir Ja situscion
cnn los térmistos de la teoria de los juegos.

Resolueién, La situacidon pucde examinarse como un jucgo
de 3x 3 con dos jugadas personales y una dc azar, Nuestra
jupada persoanl es la eleccién de la clase de amnamento; la
jugada personal del enemigo es la eleccion del avidn que parti-
cipard ¢n ¢l combate. La jugada dc azar cs ¢l empleo dcl
armamento; esta jugada puede acabar derribando o no el avian.
Nuestra ganancia serd igual a la unidad si ¢l avion ha sido
derribado y serd igual a cero en caso contrario. Nuestras
esirategias son las fres vacfantes de los armamentos; ias estra-
tegins del cnemigo, ks Lres variamtes de los aviones. El valor
medio de 1a ganancia parz cada par dado de cstrategias no cs,

* No s¢ debe olvidar que ea esa misma dificil sitva-
cion se encucntra el adversario.






§ 2. VALOR INFERIOR
Y SUPERIOR DEL JUEGO.
PRINCIPIO DEL “MIN-MAX”

Veamos un juego de mx n con la matriz siguiente:

B
P A I N O Y
A ) 4 e ay,
Az ) a3 e A
Ay LT Oy cer Dypr

Designareinos por i ¢l nilmero de nucstra estrategia; con ka
fetra j el nimero de la estrategia del adversario.

Nos planteamos la tarea de delinir nuestra estrategia dptima.
Analicemos sucesivamente cada una de pucstras estrategias comen-
zando por A;. Al elegir la csirategia A4; siempre tenemos gquc
hacer ¢l cdlculo de que el sdversario responderd con upa de las
estrategias B; para ta cual nuestra ganancia serd la minima.
Determinemos este valor de la panancia o sea el menor enlre los
anmeros dy; de Ja linea i Designémoslo o

o = n}in a;; 21)

Aqui eon min (¢l minimo por j) se desigha el minimo de los
!

valores de estc parimetro paca cualquicr Jj.
Apuntemos los numeros ¢; a la derecha de la matriz en
una cojumna adicional.

&1 Bl Fif) - 1, o
A; [LH]] a; @y [+ 4}
A (2 a2 e T3 &y
A.ll? A1 B2 s et -
BI ﬂl BZ e ﬁm
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Al elegir cualquier estralegin A, dcbemos calcular que <omo
resultado de lus acciones razonables del adversario no ganaremos
mis que w;. Es natural que actuando con la mayor prudencia
y tomando en cuenla que puestro adversario deberd ser lo mds
razonable posible (o sea cvitando cualquier riesgo) tcnemos que
efegir la cstrategia A; a la que le corresponde el valor mdximo
del numero o;. Designemos esie valor mdximo por o;

a = mdxg,
L
o, segin la formula {2.4),
o= mdx min o;;
! i

La magnitud & sc flama valor inferior del jueqo o, de otra forma,
fa ganancia mdx-min, o simplementc axix-min,

El nimero o se encuentra en una determinada binea de la
matriz; la esirategia del jupador A que corresponde a csta linca
se le liama estrategia mdx-min,

Es evidenic que si nos atenemos a la estrategia mdx-nmin
tendremos garaniizade para cualquicr conducta del adversario
und gunancio que en cualquier caso serd no menror que a, Por
¢so la magnitud e« se flama “valor inferior del juepo™ Este
es el minimo parantizado que- nos podemos asegurar mantenién-
donos con la estrategia mas prudente (la “requciescpura”™).

Evideniemente, pueden hacerse reflexiones scmejanies a favor
del adversario B. Muecsiro adversario estd inleresado ¢n llevar
nuestra ganancin al minimo, para eso debe examipar cada cstra-
tegin suya desde el punto de vista de su panancia maxima
al emplearia. Por ello, en ka parie inferior de la matriz anotamos
los valores mdximos de a); de cada coinmna:

B; = midx a;
i
y asi cncontrarcmos el menar de los
i = min §;
o bien, ’

p= mln rndx o0

La magnilud P se Huma uufar supuior del juege o, de otra
{orina, ¢t "min-mdx™. La estrategia del adversario que corresponde
a la gacancia min-mdx se le flama su “esirategia min-mix®.

Ateniéndose 4 su estrategiu min-médx mds prudente, el adver-
sario g¢ garantiza lo siguiente: independientemeonte de lo que
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El valor inferior del juepo es ¢ = ~3; el valor superior, f =4,
Nuestra estrategia mdx-min serd A,; empiedndola sistermiticamente
podemos caleular con seguridad que ganaremos no menos d¢ -3
(perderemos no mds de 3). La estrategin min-mdx del edversario
serd cualquiera de las estrategias 8, o B,; empledndolas sis-
temiticamente en cualquier caso puede garantizar que perderd
no mas de 4, si nosotros desistiésemos de nuestra estratcgia max-min
{por ejemplo eligiésernos la estrategia A4,), ¢! adversario nos podria
“castigar” por ello, empleando su cstrategia B; y hacieado que
nuestra ganancia ser —35; lo mismo que si-cl adversario desis-
tiese de su estrategia min-mdx podeia awmentar su pérdida hasta 6.

E__iempfr) 3. En ¢l giemplo 3 del § § se da un juego con la
matriz signiente:

A LA B By o
4, 09 | 04 | 02 { o2
Ay 03 | 06 | 08 || 03
Ay 0.5 0.7 0.2 0.2
B, 09 | 07 | o8

El valor inferior del juego e a=03; cl wvalor superior,
"B =07 Nuocstra estrategin mds prudente (la mdx-min) es Ia 4,
cmpleando €l armamento A, garantizamos que vamos a derribar
el avion con un promedio de 1o menos de 0,3 de todos los
casos. La estratcgia de mds precaucion (b min-mix) del adver-
sario cs la B,; cmpleande csic avién ¢l encmigo puede cstar
scguro de que podrd ser derribado en no mds de 0,7 de lodos
los casas.

En este ultimo ¢jeraplo es Ficil mostrar una de las importantes
propiedadcs de las estrategias inin-madx, su inestabilidad. Supon-
gamos ci empleo por nuestra paric de la estrategia mds prudente
{la mdx-min), la A; y por parte del cnemigo su estrategia de
mayor precaucion {la min-mdx), la B;. Mieniras los dos contrincan-
tes manicngan estas -estrategias, la ganancia media serd 0,6,
mayor que el valor inferior del juego pero menoy que ¢l superior,
Ahory supongamos guc el enemigo ha tenido conocimicnte que
cmpleainos Ja estraicgia A;, inmediatamente responderd con la
cstrategia B, y hard que la gunancia sea 0,J. A nuestre twno
tenemos una buena rvespuesta 8 la estrategia 5y, que es la
estrategin 4,, la quc nos da una ganancia de 09, cte,
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Asi, la situacidn en la que los dos jugadores emplean sus
estrategias min-médx cs inestable y puede ser periurbada por los
datos que llegan sobre la estrategia del adversario.

No obstante, cxisten ciertos juggos para los cuales las esira-
tegias min-mdx son cstables. Esos son los que tienen su valor
inferior igual al superior:

a=f

Si el valor inferior dcl juego es igual al superior, su valor
comun se denomina valor puro del juego (a veces, sencillamenie
el valor del juego); lo designaremos con [a letra v.

Vearnos un ejemplo. El juego de 4 x 4 se da con fa matriz
siguienie:

A E B | & | B | B | &
A 0,4 0,5 0.9 01 0.3
A 0.8 0.4 6.3 0,7 03
As 0,7 0,6 08 09 0,6
Ay 0,7 0.2 04 0,6 0.2
B; 0.8 06 | 08 0,9

El valor inlcrior del jucgo serd:
o= 06,

El valor superior del juego seri:
p =06

Los dos resullaron iguales ¥y por consiguiente el juego tiene
un valor puro igual a a = P = v = 0,6,

El elemento 0,6 encontrado ¢n la matriz de pagos es simul-
tineamente el menor en sw linea y el muoyor en su columna,
En geometria ¢l punto de una superficie que ticne una propiedad
semejante (el minimo de una coordenada y ¢f mdximo de otra) se le
Hama punto de silla. Este término se emplea amilogamente en
la teoria de los jucgos Al elemento de la matriz que tiene
esta propicdad se le Hlama punto de silla de fa marriz ¥y dicen
del juego que tienc punro de silla.

Al punte de silla le corrcsponde un par de cstrategias
min-max (en este ejemplo A, y B;) Eslas estrategias se denominan
dptimas y su econjunto, la selucion del juego.
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La sofucidn del juego lienc la siguiente nolable propiedad:
si uno de los jugadores {por ciemplo A) se atiene a su estrategia
dptima y el olro jugador (B} se desvia de cualquier mamera de
su trayectoria dplima, esto nunca e puede resultar ventajoso al
Jugador que ha admitide esta deseiacion. Tal desviacion, en ¢l mejor
de los casos, pucde dejar sin cambios la ganancia del juagador B

y en el peor, aumenlaris.
' Por el contrario, si B se aticne a su esirategia optima y A4
se desvin de la suya, esto ¢n ninguno de los cusos puede ser
venlajoso para A.

Esta afirmacidn puedec comprobarse fdcilmente en el ejemplo
examinado del juego con punio de silla,

Vemos quec cn el cuso de juego con punto de silla las
estrulegias min-mdx gozan de und siopular “cstabitidad™: si una
de las purles s¢ mantienc en $u estralegia min-mdx, para Iz otra
cl desviarse de la suya puede ser solo desventajoso. Observemos
quc en este caso si uno de los jugadores dispusicse del dato
de que el adversorio ha clegido su estralegia dptima esto no podria
cambiar la conducta propia del jugador: si no quiere actuar en
contra de sus propios inlereses debe seguir su estrategia Optima.
En el juego con punto dc silla el par le estrategias optimas
es algo semejunte a una “posicion de equilibrie™: cualquier desviacidn
de la cstrategia dptima lleve al jugador que se desvia a con-
secuencias desfavorabies que le obligan a volver a la posicién
inicial.

Asi que pura cada juego con punto de silla existc la solu-
cion que deiermina ¢ par de estealegias Gptimas de las dos par-
les, caravierizadas por las propiedades siguientes:

1} §i las dos partes se rigen por su§ cslrategias Optimas,
ta ganoncia mediu serd igual al valor puro del juego v, quc cs
simultdneamente su valor inferior y superior.

2) 5i una dec las parles mantiene su esirategia opiima y la olm
s¢ desvia de la suya, ello conducivd a que la parle que se
desvin soto podrd perder y en ninguno de los casos podrd atumen-
tar su ganancia.

La'clase de jucgos quc tienen punlo de silla presenta gran
inferés, tanio desde ¢f punto de vista icorico como prictico.

En la teoria de los juepos s¢ demuesira, en parlicular, que
cada juego con informacidn perfecta liene punto de silla y en
consecuencia enda juego dec este lipo tieme solucion, o sea,
que existe vn par de estrategias oplimas de una y otra partc
que dan una ganancia media igual al valor del juego. Si el jucpo

3905
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con informacién perfecta se compone sélo de jugadas personales,
al emplear cada parte su csirategia Gptima ésta siempre tendrd que
acabarse en un término enieramente definide, con una ganancia
_exactamente igual al valor del juego.

En calidad de juego con informacidn perfecla citaremos el
tan conocido en el que se colocan monedas en una mesa
redonda, Dos jugadores colocan aliernativamente monedas iguales
en unw mesa redonda, cligiendo cada vez cualquier lugar para
el ceniro de la moneda. No se permite que una monedz tape
a otra ni siquiers parciatmente. Gana cl jugador que cologue
Ja tdlima moneda cuando ya no haya sitio para otra mas.
. Es evidente que el final de esie juego siewnpre estid decidido de
nntemano y que cxiste una estrategia completamente determinada
que qascgura una vicloria cierty ol jugador que cologque la primera
moreda. Precisamente la primera monedn debe colocarse en el centro
de la mesa y a continuacidn conlestar a cada jugada del adver-
sario con ona jugada simétrica. Bn este caso cl segundo jugador
puede comportarse de cuaiquier manera ¥ no cambiard el resultade
predeterminado del juego. Por eso este juego sélo tiene sentide para
los jugadores que no conocen lo estrategia oOptima. Una cosa
_semejante ocurre con el ajedrez y olros juegos de inlormacion
perfecila; cualquiera de¢ estos juegos tiene punto dc silla y solucién
que le indica a cada uno de los jugadores su estrategia Optima;
la solucién del juego de ajedrez no ha sido encentrada exclusi-
vamontc porquc el numero deo combinaciones de las jugadas
posiblcs cs en ¢l ajedrez demasindo grande parz que sc pueda
construir la matriz dc pagos'y encontrar cn clla el punto de silla,

§ 3. ESTRATEGIAS PURAS
Y MIXTAS.
SOLUCION DE JUEGOS
CON ESTRATEGIAS MIXTAS

Entre lTos juegos finitos que ticmen importancia prdctica es
rélativamente raro encontrar juegos con punto de silla. Bs mds
tipico ‘e caso cuando los valores inforior y superior del juego.
som diferentes. -Analizando las' matrices de tales juegos llegamos
a la conclusidn de que si a cada jugador se le presenta la
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posibilidad de eleccidn de una sola estralegia, csia eleccion,
calcnlando que tenemos un adversarie que actia razonablemente,
debe determinarse por el principio del min-mdx. Ateniéndonos
a nuestra estrategia mdx-min, con cualquier conducta del adversario
nos ascguramos con anticipacién una ganancia igual al valor
inferior del juego «. Surge una pregunta natural: jes posible
asegurarse una gapancia media mayor que ‘¢ 5 se emplea no una
sola estratepin “pura™, sino que se alternam en forma casuval
varias estrategiag?

Tales estrategias combinadas, que consisten en el empleo de
varias estrategias puras que alternan por una ley aleatoria con
ung determinada relacidn de frecuencias, en la teoria de los
juegns se llaman estrafegias mixtas,

s evidenle que cada estrategin pura es un caso particufar
de la mixta, en [a cual lodas las estralegias menos uwna s¢
emplean con [recuencia cero ¥y la dada. con frecuencia L.

Resulta que al empleas no solo estrategias puras, sino también
mixtas, sc¢ puedc obtener para cada juego finite una solucidn,
o sca un pur de estrategias (por lo generzl mixlas) tales que ai
ser empleadas por los dos jugadores originardn una paranci
igual ai valor del juego; ademds, con cuvalquier desviacion de I
estrategia dptima por un jugador la ganancia sdio puedk cambuar
deslavorablemente para cl que s¢ desvio.

La afirmacidn enurciada es el contenido dcl llamado teoreim
bdsico de la teorie de los juegos. Este teorema lo demnostro por
primera vez John Neumann en el afio §928. Las demostra-
ciones conocidas de este teoremn son relativamente complicadny,
y por lo tanto aqui sélo citaremos su enunciado.

Cada juego finito tiene, por lo menos, una solucion {posible-
menre en ef campo de las ewraregim mixtas),

La ganancm que se obtiene como [ruto de la solucmn 52
flama valor del juego. Del teorema bidsico se deduce que cada juego
finito tienc un valor. Es evidente que el valor del-juege v
siempre se encuenlra enfre los valores inferior o y supecior p
del juego:

asvsp 3.0

Electivamente, a es la mixima ganancia garantizada que nos
podemos asegurar empleando sélo nuestras estrategias puras. Ya
que las estrategias mixtas incluyen como caso particular lambién
todas las puras, entonces admitiendo las estratepias mixtas, ademds
de las puras, en cvalquicr caso no empeoramos nuestras posi-
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bilidades y por consiguiente

vaa

Examinando cn forma andloga Jas posibilidades del adversario,
masirarcmos que

vgp

de lo que sc deduce Ja desigualdud (3.1} a demostrar.
Introduciremnos designacioncs especiales para las estrategiag
mixtas. Si, por e¢jemplo, nuestra estrategia mixta consiste en cl
empleo de las cstratepias A;, A;, Ay, con las frecuencias p,,
Pz, p3 (leniendo en cucnta que p; + p; + p; = 1) designaremos

csta estratepia asi:
S, = (Al Az AJ).
p: p2 3

Andlogamente, 3 la estrategia mixta det adversario la desig-

NArcmos.
SB___(Bl B2 Bs),
4 q: 1

donde gy, ga, 43 son las frecuencias con las que se mezclan las
cstrategias By, By, Ba; g1+ 2+ ;= L.

Supongamos que hemos encontrado la solucion ‘del jutgo que
consiste de dos estrategias Sptimas mixtas Sy, Sg. En cl case
general, no todas las estratepias puras accesibles a cada jugador
entran €n su csirategia oplima mixta, sino s6lo algunas. Liama-
remos a las esirategias gque entran en la estrategia optima mixta
del jugador sus estrategias ‘‘tiles™

Resulta que la solucién del juego gozt de una notable pro-
picdad mas: si_une de los jugadores se atiene a« su estrulegia
optima mixta S: (S;), la ganancia queda inalterable e igual ol
valor def juego v, independientemente de lo que haga el otro jugador,
a menos que ¢l salga de los limites de sus estrategias “ttiles”.
Puede, por ejemplo, emplear cualquiera de sus estrategias
“tiles™ en forma puta o también mezclarlas en cualquier pro-
porcion,

Demostremds esta afirmacion. Supobpamos que exista la solo-

VY. . -

aoh Sy, S; del juego m x n, Concretando, consideremos gque
la eslrateg:a Optima mixta S, consta de una mezela de tres
estrategias “atiles” A4,, A, A3, S consta respectivamente de una






§ 4. METODOS'ELEMENTALES
DE RESOLUCION DE JUEGOS,
JUEGOS DE 2 x 2
Y DE 2x N

Si un juecgo de m x n no tienc punto de silla, el cilculo
de su solucidn es, en general, un problema bastante dificil, sobre
todo cuande »t y n son grundes.

A veces se puede conseguir simplificar este problema si
anticipadamente se disminuye el nimero de esirntegias tachando
algunas excedentes.

Las cstrategias excedentes pueden ser a) duplicadas y b) a ciencia
cierta desfavorables. Yeamos, por gjemplo, un jucgo con la matriz
siguiente:

P 8] p By By By
A l 2 4 3
A 0 2 3 2
A I 2 4 3
Ay 4 3 L 0

No es dificil convencerse de que la estrategia A4, repite
(“duplica™ exactamnenie la estralegia A4,. por eso s¢ pucde tachar
cualguicra de estas dos cstrategias.

Continuemos, comparando las lineas 4, y A; miembro a miembro
vemos que cada elemento de la linca A, es menor (o igual)
que su elemento correspondicnte dc la dinca A,. Es evidente
que nosoiros nuncd debemos cmplear la cstrategia As; saubemos
de antemano que cs deslavorabic, Tachando A y A; daremos
una forma wmds simple a la matriz.

4 81 p By By B
A 1] 2 4 { 3
As q 3 ] 0

Observemos akiora que para ¢l adversario Ja estrategia B, es
a ciencia ciertn desfavorable, tachdndola ilevaremos la matriz
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a su aspecto final {vea abajo). Asi que al ftachar las
cstratepias duplicadas y desfavorables a ciencia cierla; ¢l juego
de 4 x 4 se reduce a un jucgo de 2 x 3.

p 8 B £ By
A 1 2 3
Ay 4 3 0

El proceso de reduccidn de la matriz siempre debe preceder
a la resolucidn del juepo.

Los casos mds simples de juegos finitos que siempre s¢ pucden
resoiver con procedimientios clementales son Tos juegos de 2 x 2
v de 2 xm.

P B B, B,
Ay ap i3
Az az) thy

Veamos un jucgo de 2 x 2 con la mairiz dada. Aqui pueden
encontrarse dos casos: 1) ¢l juego tiene punto de silla; 2} cl
juego no tiene punto de sitfa, La soluddn del primer caso es
evidenle: es un par de cstrategias que se cruzan en el punto
de sille. Observaremos, a propdsito, que en el juego de 2 x 2
la presencia de punto de silla sicmpre corresponde a la existencia
dc estrategias a ciencin cierta desfavorables, fas cuales deben ser
tachadas cn ¢l andlisis previo ™,

Supongamos gque no haya punto de siila y en consecuencia
¢l wvalor imfcrior del juego no sea igual al superior: o # .
Se requiere cacontrar la estratcgia optima mixta del jugador A:

A A
5 ( I z)'
Py P2

Esta s¢ distingwe por la propicdad de que cualesquiera que
fucsen las acciones del adversario (sin salitse de los limiles
de sus estrategias “tiles™), la ganancia serd igual al valor dei
juego v. En cl jucgo de 2 x 2 las dos cstrategias del adversario
son “utitcs™ pues de otro modo ¢l jucgo lendria solucion compuesta
de estrategias puras (punto de sifla). Esto significa que si nos

. * S¢ proponc al lector comprobar £st0 Cn una serie
de matrices de 2 x 2
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Tegimos por nuestrs esirategia opiima §* = (Al A2
P11 P2

tic puede emplear cualquicra de sus estrategias puras sin alterar
la ganancia media v. D¢ aqui resultan dos ecuaciones:

gy + 2P =V, (1)
g ] Flizziz =,

), el adversa-

de¢ las cuales, teniende en cucnta gque p; + py = 1, obtendremos

ayips + {1l = py) = Qyppy + a2l — py),

il — i
Py = . . (42)

Gy tigg — gy —dy

Encontraremos ¢l valor del juego v colocando el valor de py,
p; con cualquiera de las ccunciones (4.1).

Si se conoce cl valor del jucgo es suficicntc una ccuagién
para determinar la esirategin optima dcl adversario Sy =
B, B,

= . por ejemplo:

LRI € digfe T dyzgz =¥
de donde, tenicndo en cuenta que g4 + g; = i, obtenemos
¥ =y,

g = ————. f2=1—¢q
dyy = ay2

Ejempie 1. Encontrar la solucién del jucgo 2 x 2, que se
examina en ¢l ejemplo 1 del § |, con la maririz

AE| B B,

A 1 ~l

4 | -1 1

El juege no ticne punto de silla ([w= —1; p=+1} ¥ por -
lo tanto la solucidn dcbe encontratse en la regidn de las
estrategias mixtas.

P P2 41 92
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Hay que hallar py, p2. q, ¥ ¢3-
Para p, tenemos la ecuacién:

Lopp+{=00 ~p))=(—1t}ps + {1 —pi)

de donde

I .
M= 7 P = 7"

Aniilogamente,
-

v =0

a4

LI |
Ql—z, 12 2

En consceuencia, la estratepia dptima para cada uno de los
jugadores consiste en allernar de modo casual sus dos estra-
tcgias puras, empleando cada una de cllas con la mismy fre-
cuencia; 1a ganancia media entonces serd igual a cero.

La conclusién recibida ya anles estaba lo sulicientemente
clara. En ¢l ejemplo siguicnic examinaremos un jucgo mds
complicado, cuya solucién no cs tan evidente. El ejemplo es un
modelo clemental de los juegos conocidos con el nombre de
juegos con “engaro” o “induccién al error”. En fa priclica,
en las siluaciones de conflicto sc cmplean con frecuencia diversos
procedimientos para inducir al adversario al error (desinformacién,
mantenimiento aparentc de objetivos (alsos, etc). A pesar de
su sencillez, el cjemplo es bastante instructivo.

Ejempla 2. El jucgo consiste en lo siguicnte: se¢ tienen dos
cartas: un as y un dos. El jugedor 4 toma al azar una de ellas;
B no ve qué carta ha sacado él. Si A ha cogido el as
anuncia: “Yo tengo ¢l as” y le exipe al adversario un rublo,
Si 4 saca el dos puede o bicn A4,) anunciar “yo tengo el as”
y exigirle al adversario | rublo, o bien A;} recanocer que
ticne ¢l dos y paparle al adversario 1 rublo.

El adversario, cuando le pagan voluntariamente un rublo,
sélo puede aceptarlo. Ahora bien, si le exigen 1 rublo cl puecde
o B,)} crecr que cl jugador A ticne ¢l as y darle 1 rublo,
0 B,) exigir que le enscfic Ja carta para comprobar que la
afirmacion de A es justa, Si resulta que verdaderamentc A ticne
el as. B lc debe de papar 2 rublos. Si resulta que A le engafia
y tiene el dos entonces paga a B 2 rublos.

Hay que analizar el juego y encontrar la estrategia optima
de ¢uda uno de los jugadores.
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Si A saca el dos de acuerdo con su esirategia exige |
rublo; B de acuerdo com Ja suya no le cree; en resultado A
paga 2 rublos (la ganancia de A es igual a —2), La ganancia
media serd igual a:

ai =-;—.{+2) +~:‘!--{;2] =0,

3. A;B, (A no engatia, B e crec),

5i A4 saca el as, exige | rublo; B de acuerdé con su
estrategia paga; la ganancia de 4 es igual & +1. Si A saca
el dos, de acuerdo con su cstralegin paga | rublo; a B le
queda solo el recibirlo (la ganancia de A es igual a —1).
La panancia media es iguat a:

a3 =2 (40 + 3o (=1) =0,

4, A;B; (A no engada, B no le cree).

Si A saca el as, exige 1 yublo; B comprueba y como resul-
tado de la comprobacién paga 2 rublos {la gunancia es igual
a +2).

Si)A saca el dos, paga | rublo; a B sélo le queda aceptarlo
{(la panancia es igual a —1).

La ganancia media es igual a:

1
PP =?'(+2) +~%‘--(—]) =%.

Construimos la matriz del juego.
B .B| ﬂz
A | {ereer} Kno creer)
]
{engadfiar} ! 0
Ay (no 0 1
engafiar) 2

La matriz no liene punto de silla. El valor inferior dcl juego
es =0, el valor superior B:%. Encontremos Ja  solucién

del juego en el terreno de las esirategiazs mixtas. - Empleando



32

la férmula (4.2}, obiendremos:

7 1 2 A, A;
pr = T e 5= L2
I+~ Lz

2 K]

o sean, que el jugador 4 debe en un tercio de todos los
casos emplear su primera estrategia {engafar) y en dos tercios,
Ia segundz (no engafiar). Asi ganard por término medio el valor
del juego

N
T
1 . . .
El wvalor v=-y alestigua que en estas  condiciones ¢l jucgo

es ventajoso para A y es desfuvorable para 8. Empleando su
estrategia optima, 4 siempre pucde asegurarse una ganancia media
positiva

Observaremos que s1 A cmplease su estrategia meds prudente
(la mdx-min) tendria una ganancia media igual a cero (en este
caso ambas estrategins, A; y A;, son méx-min). De este modo
el empleo de una estralegia mixta le da a A la posibilidad
de sacar provecho de su ventaja sobre B, Ia que surgié con las
reglas del juego dadas,

Dcterminemos ia estrategia oplima de B. Tencmos:

1 1 2
Gi-lte0=5i =51 257,
. B, B,
de donde S;= 4 21, 0 sea que el jugador B debe en un
3 3

tercic de todos los cnsos. creer a A y pagarle 1 rublo sin
comprobarle y en dos tcrcios, le debe comprobar. Entonces gl

en cada jucgo, por términe medio, perderd -%- 51 & emplense

su estrategia min-mdx pura B, (no crecr), en cada juego perderia
en. promedio -é—

A Ja resolucién de un juego 2 x 2 se le puede dar una
sencilla interpretacidén geométrica, Supongamos que hay un juego
de 2 x 2 con la matriz.
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AE n B,
Ay ay aa
A; a3 a2

Tomemos una seccion dei eje de abscisns de longitud |
{fig. 4.1). El extremo izquierdo de la seccion (el punto con la
abscisa x = 0} representard la cstrategia 4,; cl extvemo derecho de
la seccion (x = 1), la estratcgia A,, Tracemos por los puntos 4,
¥ A, las perpendiculares al eje de Ias abscisas: el cje I-f y ¢l gje FI-11.

|
! I
! 1
) B .
a.r{ ! ‘ | e
" . ﬂu{ |

o[m,) fl?ﬁz) X olm,) :Iow ¥

! H { i
FIG. d.1 Flt;. 4.2

Marcaremos en ¢l eje /-f las panancias con la estrategia A,
en el gjc ff-I1, las punancias con la estraiegia A,. Examinernos
la csirategia dcl adversario B,; ésta da dos puntos en los
efes I-f y Ii-1I con las coordenadas a,, y 4, respectivamenie.
Tracemos por estos puntos Ia recta B,B;. Es evidente que
si para lu cstrategin B, decl adversario vamos a emplear la

Ay Ay

P P2
que scrd on cste caso  ay Py + azpz, ostard  representada
por ¢l punto M on la recta ByBy; In abscisa de esle punto s
iguat a p,. Llamarcmos condicionalmente “estrategia B,” a la
recla B B, que representa la ganancia con la cstrategia B,
Es evidenle que exactarnente con este mismo procedimiento
se puede construir la cstraicgia B, (fg. 4.2).

estralegia mixla S, = entonces nuestra ganancia media,
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Tenemos que encobtrar la estralegia optima S,':, o sca aquella
para la cual la ganancia minima (con cualquier conducta de B) llegue
al miximo, Pura eso construiremos el {imite inferior de la ganancia
con las eslrategias B, B; o sca la linea quebrada B;NB;
marcada con trazo prucso en la fig. 4.2. Este limite inferior
expresard la ganancia minima del jugador 4 con cualquieru
de sus estrategias mixtas, <l punto N e¢n el que csia ganancia
minima alcanza ¢l maximo es el gque delermina la solucion
y el valor del juego. No es dificif convencesse de que fa ordenada
del punto N es e valor del juego v y su abscisa es igual

B Iy

o
[ Faiy

(A}

FIG. 43 FIG. 4.4

4 pi, la frecuencia d;:l emplco de la estrategia A, en la cstra-
tegia Optima mixta S,.

En nuesiro caso, 1a sofucidn del juego se determind con el punto
de interseccion de las estrategias, Sin embargo, no siempre va a ser
asi; en la fig. 4.3 se muestra un caso en el cual, a pesar de que [a
interseccion existe, la solucion da a los dos jugadores estrategms
puras (A, ¥ B,), ¥ ol valor del jucgo v = ay,.

La matriz ticne en ¢ste caso punto de sillu y la eslratcgla A,
es a ciencia cierta desfavorable, puesto que a cualquier estrategia
del adversario ella da menor gananeia que A,.

En caso de que ¢ adversario tenga una esirategia a ciencia .
cierta desfavorable, la interpretacion geométrica toma el aspecto
representado cn la g, 4.4,

En este caso el limite inferior de fa ganmancia coincide con
la estrategin B,; para-el adversario la estrategia B, es a ciencia cierta
desfavorable.
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La interptetacidtn gooméirica da iambién la posibilidad de
representar con claridad los valores inferior y superior del jucgo
{fig. 4.5). Para ilustraclo, construiremos la interpretacion poométrica
de los juegos 'de 2 x 2 que s¢ examinaron ¢n los ejemplos 1 y 2
(fig. 4.6 y 4.7).

Nos hemos convencido de que todos los juegos de 2 x .2
pueden ser resuclios con procedimicnics elementales. De manera
completamente andioga puede ser résuclto cualquier jucge de
2 x # en el que tengamos sdlo dos estrategias y el adversario un
nimero cualquicri.

By g 5
{ Py
okap qm,) x
i if
FIG, 4.5

Supongamos quc tenemos dos sstrateging: 4,, A, y ol adversario, n
csirategias: By, B,, .., B,. Estd dada la matriz || & “ formada por
dos lineas y n columnas. Andlogamente al caso de las dos estrategias
daremos al problerna una interpretacion geométrica; las » estrategias
del adversario se represeniarin con n rectas (fig. 4.8). Construimos
el limitc inferior de la panancia (la linea qucbrada B MNB,)
¥y hallamos en ella ¢! punto N con la ordenada mixima. Este punio

Aj 4‘12
da la soineidn de) juega (1a estralegia S, =( ); iz orde-
P1 P2
nada del punto N es igual al valor del juego v y la abscisa
es igual a la frecucncia p; de la estrategia A;.
En esle caso, la cstrategin dptima del adversario s§ compone
de la mexcla de dos csiraiegias “utiles™: By y By que se cruzan en el
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puato N. La estrategia B, ¢s a ciencia cierla desfavorable y la
estrategia‘B, no es ventajosa para e! case de la estrategia
optima S,. Si 4 se rige por su estrategia Optima la ganancia
no cambiard, independientemente de cudl de sus estrategias
“itiles” emplee B; no obstante puede variar si B pasa a las
estrategias B; o B,

En la teoria de los juegos se demuesira que en cualquier
juego finito de m x # existe una solucidn ¢n la que e nimero de
eslrategias “dliles” dc una y otra parte no supcra al menor de
los dos ndmeros m y . De esto se deduce en particular fue en el
juego de 2 x m siempre existe una solucién cit la que una y olra
parte pueden heber no mas de dos estrategias “dililes”,

FIG. 4.6 FiG. 4.7

Empleando la interpretacion pcométrica se puede dar up
procedimiento sencillo de solucion para cualquier juego de 2 x m.
En el dibujo se encuentran directamente un par de csiratcgias “Utiles”
del adversario By y B, que s¢ cruzan.en el punto N (si en el punto N
se cruzan mas de dos estrategias tomamos dos cualesquiera de
¢llas). Sabemos que si el jugador 4 se atiene a su estraiegia dptima,
la ganancia no depende de la proporcion con la que B emplee sus
estrategias “itiles”, en consecuencia,

P1flyj + Patizy =V,
L1 T P2l = V.

a partir de estas ecuaciones y de la condicion p; = [ — p, encontra-
remos pg, pp ¥ ¢l valor dél juego v.
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Conociendo ¢l valor del juego sc pucde inmediatamente

B, B,

determinar la estrategia optima S ==( ) del jugador B,

q; T
Para ¢sto, por ejermnplo, se resuelve la ecuacion:
qjﬂ'u' + Qo il =V,

en la que

q)'l'qk: L.

A4
a0
4,
:
Ay AL
Ay A3
A2
0 ) *
1 il
FIG. 4.8 FIG. 4.9

Si nosolros disponemas de i estrategias y cl adversario sélo
de dos ¢s evidente que el problema se resuelve con un procedimiento
1otaimente andlogo: es suliciente observar que cambiando el signo
de la ganancia por el conlrario s¢ puede converlir al jugador A de
“ol que gana™ a *'e! que pierde”. Se puede también resolver el juego
sin cambiar el signo a la ganancin; enlonces el problema se resuelve
directamenie para B pero se construye no el limite inferior,
sino ¢l superior de la ganancia (fig. 4.9). En el limite se busca el punto
N con la ordenada minima, que es precisamente ¢l valer del juego v,

Examinemos y solucionemos varios ejemplos de juegos de
2x 2 y de 2 x m que son modelos simplificados de juegos que
tieren importancia practica.
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-

d, A8, {(cl portador cs el IJ, se ataca el II)
g = 03+07: 0,4 = 0,58

La matriz del juego tiene la forma:

81 & B
A 0,82 1
Ay 1 0,58

A

El velor inferior del juego cs 082; el superior, 1. La
matriz no tiene punto de silla; buscamos la solucidn en el terreno
de las estrategias mixtas.

Tenemos:
pr-0824p; 1l =v
Pl +p;-058=v
pz=1-pi
de donde

P =07, p;=021

Muestra esirategia oplima serd

S; = (Al A! )i
0,7 0,3

o sea, en calidad de portador hay que elegir con mds frecuencia
al I que el II. El valor del juego es igual a

v =0,374.
Conocicndo\v, calculamos g, ¥ ¢ la frecuencia*qlc las cstrategias
B, y B, en la estrategia optima del enemigo §p. Tendremos
q,-0.82 +q,- 1 =0,874;

gr=1-—4gqq,

de donde
QI. = 0|?; ql = 0!3;

o sea gue la estrategia Oplima del encmigo serd

B, B
S;=( ! z).
07 03
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La matriz del juego es:

A Bl B By By

A 0 ), L

—

“‘f;’. | 2;'1; ZJ'I 3

En la matriz se ve que la estrategia B; es a ciencia
cicrla desvenlajosa con telacidn a la B, (eso se hubiese podido
resolver antes). Tachando b4 cstrategia B cf juego se reduce a un
jucgo 2 x 2,

!
f 8,
8, |
1
! &
I
i |
2104,) Ay *
h i
FIG. 4.11 FIG. 4.12
A 5 8 B,
Ay [t} 21
Az L 2,

La matriz liene punto de silla: el valor inferior del juego%

coincide con el superior.

Al mismo tiempo observaremos que para nosotros (A) la
esirafegia A, es a ciencia cierta desfavorable. En consecuencia:
las dos partes A y B deben siempre emplear sus estrategias puras
A, y B, 0 sea, debemos mandar los dos aviones juntos eligiendo
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aleatoriamente 2 direccién por la que los mandamos; el enemigo
debe colocar Jos cafiones asi: dog en una direccion y uno en otra, la
cleccion de estas dirceciones también debe realizarse aleatoriamente
{aqui, comio vemos, las “esirategias puras” ya incluyen ¢l clemenlo
aleaiorio). Empleando estas esicategias dptimas siempre obtendre-

: : 2 s .
mos una ganancia media constante = o sea ¢ objetivo serd des-

truido con una probabilidad de % .

Observemos que ia solucion encontrada del juego no es Ja
tnica; aparte de la solucidn compuesta dc estrategias puras
existec un sector cnicro de estralegias mixtas oplimas del jugador

A, desde p, =0 hasta p, =— (fig. 411). Bs facil, por cjemplo,

ol

. . .2 .
convencerse de que [a misma ganancia media 5 se obtendrd

si esnpleamos nucsiras estrategias 4, ¥y A, cn las proporciones
l 2
de AL
Ejemplo 5. Las mismas condiciones del ejemple anterior, pera
tenemos cuatro posibles direcciones de ataque y ¢l enemigo
dispone de cualro cafioncs.
Resolucidn. Tenemos como en los casos anteriores dos estralegias
posibles:
A, — mandar los aviones aparte,
A, — mandar los dos aviones juntos.
El cnemigo tienc cineo estrategias posibles:
B (t + 1+ 4+ 1)— colocar un cafidn en cada direccion
B,{2 + 2) — colocar dos cafiones en cada una de las
dos dirccciones diferentes;
B3 (2 + 1 + 1) — colocar dos cafiones eo una direccion y
uno en cada una de las otras dos direc
cioncs; ,
B, (3 4+ 1) — colocar {res cafioncs en una direccidon y uno
en otra;
Bs (4) — colocar los cuatro cafiones en una sola
direccion.
De antemano prescindiremos de las cstrategias B, y By como
desventajosas a ciencia cierla. Haciendo razonamientos semcjantes
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La estrategia Sptima del encmigo serd:

Ejemplo 6. La parte 4 dispone de dos esirategias 4, y A, la
parte B, de cuatro B,B, By y 8, La matriz del jucgo es la
siguiente:

LA} B, B Hy
A 3 a o | 12
A . 4 3 2

Encuéntrese la solucidn del juego.
Resolucion. El valor inferior del juego es 0,3; el superior 04
La interpretacion geomdétrica (fig. 4.13) muestra que lag estrategias

B‘
B
3
8[
32 82
5] /: v ! 8‘,
) 1 8
| 1
[ (AIJ ! (a“g)
! i

FIG. 4.13%

villes del jugador B son B, y B, o B, y B, El jugador A
tiene un ndmere infinite de cstratcgias &plimas mixtas: en la

5
juego es v =4 El jugador B ticnc la estrategia dptima purz B,.

estrategia optima p, puede variar desde A hasta —;1- El valor del
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las ecuaciones {5.10) con relacion a E,, £, G;:

s o001 6 3
=3 Tz Y e T T g
=2 & 20 0, 34
= T T T T T e
8 8 ) a2

T v R v B T
de donde
136@ = 30 + 13z, 4 18z, = Stz (5.12)

La foérmula (5.12) muestra que el aumento de las variables =, y z; con
relacidn 4 su supuesto vator cero solamente puede hacer anmentar
a b, micntras que el awmenta de z, puede hacer disminuir a @,
No obstante, hay yue realizar con prudencin ¢l numenlo de 24
para que las magnitudes E;, £;. €3, que dependen de 23, no se hagan
negalivas. Par eso pondremos cn el segundo miembre de las
igualdades (5.11} las magnitudes 2, y z, igual a cero y aumenlaremas
la magnitud z; hasta el limite admisible (hasta que alguna de las
magnitudes &,, £, E; se convierta en cero) En [a segunda
igualdad (5.11) observamos que con el aumento de zy la nagnitud
E; “esta cxcnla de peligro”, con cso ella solamente aumentard.
En lo que sc refiere a las magniludes &, y &;, aqui es admisible el
aumento de z3 sdlo hasta cicrto limile. La magatiud E; se convierte

10 . .
cn Cero ¢on zy =-—>-; la magnitud &; se convierte en cero anies,

23

ya con 23=—;, En consccuencia, dando a zy su valor miiximo
admisibie z; = —I—, nosotros haremos gque la magnitud £, sea igual
a cero. 4

Para comprobar si la funcion ® se hace mipima ¢on z, =0,
z; = 0,E, = 0, expresaremos las otras variables {las no iguales a cero)
por medio de z;, 7, £ las quc suponcmos igual a cero.

Resolviendo las ecuaciones (5.10) con relacion a &, §; y z; obten-
dremos:

(5 4 23
et - et
6 2 8 54
hspm o patyp Ty
_ 3.8 136
23 = 33 37 it 22— 37 ~2=-Es,






de donde
—_3.- —i-
‘11—7‘ q2 = T

la estraicgia Optima del adversario seri:

5 B, By
i a4
7 7

o sea que ¢l adversasio no debe emplear la composicidn B, y las com-

posiciones B; y B, se deben emplear coun fas frecuencias % ¥ %

Volviendo a la muatriz inicial determinaremos el valor real del
juepo

Vg = —373: L0 = 0457,

Eso quiere decir que si ¢ numero de encuentros cs grande,
el nimera de viclorias del club A serd el 0,457 de¢ todos lgs
encueniros.

§ 6. METODOS APROXIMADOS
DE RESOLUCION DE JUEGOS

En los problemas prdcticos frecuentiemente no hay occesidad de
encontrar uoa solucidn exacta del jucpo; es sulficicnle encontrar
una solucién aproximada que dé una ganancia media cercana al
valor del jucgo. Un andlisis sencillo de Ja matriz y la determinacidn
del valor inlcrior (@) y superiot {f}) del juego pueden dar un cono-
citnicnto aproximado dcl valor del juego v. Si « ¥y B son cercunos,
no hay necesidad prictica de realizar la bi#isqueda de una solucién
exacta, serd suficiente elegir las cstrategias min-méx puras. Cuznde
x y B no sean cercanos se puede oblener una solucion admisible
para la prédctica con ayuda de los métodos numéricos de resolucion
de jucgos. De éstos examinaremos brevemente e método de
iteraciones.
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tar n, las tres magoitludes v, 9 y v* se van acercando al valor del
juego v, pero la magnitud v*, como es oatural, se acercard a él de una
manera refativamente mds rdpida.

" Camo se deduce del gjemplo, la convergencia de las iteraciones
es muy lenla, no obstante un pequefio cdlculo como éste da posi-
bitidad de encontrar los valores aproximados del valor del juego
¥ revelar el prevalecimiento de las estrafegias “Gtiles™. Al emplear
las miquinas computadoras ef valor del método aumenta eonsidera-
blements.

La ventaja de] método iteracional de resolucién de juegos
csia en que la cantidad y ta complejidad de los cilculos erecen
relativamente poco al aumentar ¢§ nimero de ¢strategias m y A

§ 7. METODOS
DE RESOLUCION
DE CIERTOS JUEGOS INFINITOS

Joego infinito sc denomina a un juego cn el que por Jo ncnos
uno de los adversarios tiene upa cantidad infinila de estratcgias.
Los méiodos generales de resniucion de 1ales jucgos esiin todavia
poco elaborados. Sin embargo, para la prictica pueden ser de inierés
casos pasticularcs que tienen una solucion relativamente sencilla.

Yeamos cl jucgo de dos adversarios A y B en el coal cada
ano de clios ticne uaa cantidad infinita ¢incomabic) de cstrategias:
estas esirategias para ¢l jugador A corresponden a diferentes valores
del parametro x que cambia consiantcmenie ¥y para el B, do
parametro y. En cf caso dado, en lugar de 1a inatriz || a;ll, el
juego estd determinado por cierta funcidn a (x, ¥) de dos argumen-
tos quc varian constantemente, a 14 que llamaremos fincicn de ln
ganancia [abservaremos que la propia funcidn a (x, y} no ticne
quc scr obligatoriamenie continua. La funcidén de la ganancia a(x, y)
puede representarse geométricamente como una cierta superficie que
se encuentra sobre la rcgidn dc ios cambios de los arpumenlos
(x, ¥} (véase la Rg. 7.1). :

El andlisis de la funcion dc fa ganancia a{x, ) sc realiza en
forma similar al andlisis de ta matriz de pagos. Primero se cncucnira
el valor inferiar del juego a; para ello s¢ determina para cada x ¢l
minimo de la funcién a(x, y) entre todas fas y:

min a(x, y);
y
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delerminadas probabilidades diferentes de cero. Para cl case en cf
que ¢l juege inhinito no tiene punto de silla se puede dar una clara
interpretacion geométrica del valor inferior y superior del juego,
Yearnos un jucgo infinilo con fa Funcion de fa panancia a(x, y) y con
las estrategias x, y qué cubren en forma continua los segmeatos de los
ajes (xy, Xz) ¥ (¥y, ¥2). Para determinar ¢f valor inferior del juego « hay
que “mirar” la swperficie a(x, y) desde ¢l gje p o sea proyectarln
en ¢l plano x0a {lig. 7.3} Obtendremos cieria Ggura limilada a los

FIG. 7.3 FiG, 74

fados por as rectas X = x; ¥ X = X, y arriba y abujo, por las curvas
K, y K. Es evidenic que el valor inferior a del juego no cs mids
que la ordenada maxima de la curva K, Andilogamcnte, para enconlrar
el valor superior del juego B habrd que “mirar” la superficie « (x, y)
desde ¢l cje Ox (proyeetar la superficie en el plano yQa) y encontrar la
ordenada. minima de la proyeccidn def lirite superior K, (fig. 7.4).

Examinemos dos ejemplos clementales de juegos infinitos.

Ejemplo 1. Los jugadores Ay B tienen cada uno una innumerable
cantidad de posibles estrategias x ¢ p, ademds

Ogxgl; 0yl
Lo luncién de la ganancia tiene In expresidn:

al(x, 1 =x—v>.
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de Ja evidente desigualdad:

LY e Ll
( ——2“) = XX ”+4‘-“§.4.

Ejemplo 2. La parte A (“nosotros”) dispara al avion B del
enemige. Para evadirse del ataque ol enemigo puede manicbrar

F1G. 1.8 F1(. 7.9

con cierta sobrecargs y, a la que €1, segin su voluntad, pucde dar
valores desde y =0 (movimiento rcctilinea) hasta y = y,, (vuelo
en circunferencia de curvatura maxima). Consideraremos que y, ., €8
la unidad de medida, o sea haremos y,;, = L.

En la lucha con ef enemigo podemos cmplecar uo aparato de
precision, basado en una u otra hipdtesis del movimienio del objetivo
durante el tiempo de wvuclo def proyectil. La sobrecarga x en
esta maniobra hipotéiica se pucde suponer igual a cualquier valor
entre & y 1.

Nuestra tarea s derribar al cnemigo: la tarea del enemigo cs
permanccer incélume. La probubilidad de alcanzarle para los datos
X e y k¢ expresa aproximadamente con [ fdrmula

alx, ¥} = pe~hix-#,

donde y es la sobrecarga empleada por el cnemigo; x, la sobrecarga
que s ticne cn cuenta cn el aparato de precision.
Hay que determinar la estrategia éptima de las dos partcs.
Reselucion. Es evidenle que la solucion del juego no cambiard
si suponemos p=1. La funeién de 12 ganancia a(x, y) se
representa por la superficie que aparcee en la fig. 7.7. Esta es una
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superficic cilindricn cuyas gencralrices son paralelas a la bisectriz
del dngulo xOy de los ejes coordenados y lu interseccion con un
plano perpendicular a fa generatriz es una curva del tipo de la curva
normal de distribucion.

Empleando la inierpretacidn geométrica del valor inferior y supc-
rior del juego propucsia anteriormente, encontrumos B = 1 {fig. 7.8)

k

yx=¢ 1 (Mg 79).

El juego no tienc punio de silta; se ticne que huscar la solucion
et ¢l terreno de fas estrategias mixtas. Et problema en cierto grado

4(")

/TN

L
|
|
I
1
N

 — - — — - —

!
i
i
|
L
0 A y? j=5 1 z

Fi. 7.10

es andlogo al problema del ¢jemplo anterior. En cfecto, cuando
Tos valares de k son pequciios, ta funcién e~*<-»' s¢ comporta apro-
ximadamente como la funcidn —(x — y}* ¥ la solucidn del juego
st obtendrd si s¢ cambian los papeles de los jugadores A y B en la
solucidn de! cjcmplo anterior. O Sea, nuestra esiratepia optima

serd la estrategia pura x = -;— y la cstrategia optima del adversario
01

L

2 2

consistird cn ci cmpleo de las cstrategias extremas y=0¢ y =

con las mismas Mrecuencias. Eso quiere decic que en todos los casos
tchemos que emplcar una mira calculada para una sobrecarga

Sp=

| . . .
x==y el encmigo no debe hager en ln mitad de los casos ninguna
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