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INTRODUCCION

1. En la antigiicdad hubo muthos grandes matematicos.
Numerosos logros de la ciencia matemdtica antigua admiran
hoy todavia por la penetracion do sus autores y toda porso-
na culla conoco los nombres de Enclides, Arquimedes y Ho-
romn,

Suced{6 una época muy distinta para las MatemAticas
y, hasta Vieta que vivié cn el siglo XVI y matemiticos mas
proximos a nuestros tierapos, en el eurso escolar no se men-
ciona ningdn matemdético grande. No es casual, clarg esta,
Las Mateméticas se desarrollaron en esa dépoca con suma
lentitud y no dieron cientificos de’talla.

Por eso, tiene aun mavyor interés para nosolros la obra
«Liber abacci» (Libro del dbaco) eserita por el famoso mate-
mAtico italiano Leonardo de Pisa conocido mas por su apo-
do Fibonacci (abreviatura de filius Bonacei, o sea, hijo de
Bonacei). Este libro, escrito en 1202, llegd a nosotros on su
segunda varianie que data del sfio 1228,

«Liber abacci», volaminose tratado que contienae casi to-
dos los conocimientos algsbraicos y aritméticos de aquel
tiempo, desempefié un papel notable en el desarrollo de las
Matematicas en Europa Occidental durante varios siglos.
En particular, precisamente a través de esto libro conocieron
los europeos las cifras hindies {«ardbigas»).

Bl material de «Liber abaccis se explica por numerosos
p;ublemas que constituyen una parte considerable de la
obra. :

Consideremos uno de ellos, el que aparece en las péginas
123 y 124 del manuscrito de 1228, '

¢¢Cuéintes parejas de conejos nacen, en el transcurso de
un aiio, de unk pareja inicial?» ) .

¢Alguien metié una pareja de conejos en un lugar total-
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ments cercado de muros para conocer cudntas parejas de
conejos nacerian en el curso de un afio si Ja naturaleza de
los conejos es ta} qne cada pareja produce otra parcja al caho
de un mes ¥ las conejas pucden parir a los dos meses de haber

nacido. Puesto que la primera pareja

L da descendencia el primer mos,
P“"ejl"‘ :l',;‘?fl“l multipliquese por dos y resultan ya
1_,I_imm!’ml'f; 2 parejad; de cllas, una ‘parejas, la

2 parcias primera, produce también al mes
Segunda mos siguiente de modo que en el scgundo

3 parpjas mes resultan 3 parejas; de ellas, al
Tercor mes mos siguiento dos parejas darén des-

5 parejas cendencia de modo que en ¢l texcer
Cuarty mes mes naceran dos parejas mas y el ni-

8 parejs mero de parojas legard a 5; do ellas,
Q“'l“._;"’ s ¢se mismo mes daran descendencia tres
Soxto p?::’“ parcjas ¥ al cuarto mes el ndero de
Rt gam;as parejas llegara a 8; de ell_as, cinco

Sl parpjas producirdn otras cinco que
Séplimo mes . .

34 parejas sumadas a las ocho darin al quinto
Oclavo mos mes 13 parejas; de ellas, ¢inco parejas

55 parejas nacidas ese mes no dardn descenden-
Noveno mes cia, pero lag ocho rostantes si, de modo

-84 parejas que ol sexto mes resultarin 21 parejas;
Deci}'ﬂo mes sumadas a las troce nacidas en el sép-

“Mi‘p-'l“’-.l” timo mes, dardn 34 parejas; sumadas
Undécimo mes a las 21 nacidas on el octavo mes,

233 parejas ) ;

Diodéo! dardn 55 parojas; sumadas a las 34
ipdéci mo mes ; -

377 parejas nacidas en ol noveno mes, dardn 89 pa-

rejas; swmadas a las 55 que nacen en

¢! décimo mes, dardn 144 parcjas; su-

madas otra vez a las 89 que nacen en el undécimo mes, dardn
233 parejas; sumadas olra ver a las 144 parejes nacidas en
el dltimo mes, daran 377 parcjng; csta cantided de parcas
produce la pareja inicial en cl lugar dade al cabe de un ano.
Al margen puede verse como lo hacemos: sumamos el primor
nimero v el segundo, o sea, 1 ¥ 2; cl segundo y el torcero;
el terecro y el cuarto; ¢l cuarto ¥ el quinto y 2asi sucesi-
vamente hasta sumar el décimo y el undécimo, o sca, 144
y 233. Ohlenemos el nimere total de las parojas mencio-
nadas, o soea, 377. Y asi e puede haceron ¢l mismo ordén:
hasta un ndmoro infinito de meses.» =~ O
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2, Para la suma de los niimoros de Fibonacei de indices
impares se tiene

Ut uatus 4. o= g (1.2)
Para demostrar este resultado tomemas
Uy == Ug,
tg ==Ly W,
g =1ty — Uy,
Ugp—y= tzn — Ugn-3-

Sumando miembro por miembro estas igualdades, obtenemos
la huscada,

3. Para la suma de los nimeros deo Fibonacei de indices
pares, se iienc

Upd- 4 - F o=tz —1. {(1.3)
Scgin el punto 1,
Ut dugt o AUy == Ugngg -

restando de esta igualdad miembro por miembro la igualdad
" (1.2), obtencmos

uztug-b - Fuan =tpnie— 1 —tyn =ugai—1

como queriamoa demostrar. ,
Restando, ademds, miembro por miembro (1.3} de (1.2},
enconiramas

wy—sgtuz—i+ .. Az — U =~ 1. (1.4)
Sumemos ahora u,,4; 2 ambos miombros do (1.4):
up—tp gty + . .. —tyy Uy =itgn+1.  (1.5)

Uniendo (1.4} ¥ (1.5), obtenomos la suma alternada do los
nameros de Fibonacei

u— gt ug—t+ . (=1 U = (— 1) U 1. (1.6)

4. Las f6rmulas (1.4) y (1.2) ban sido deducides sumando
miembro por miembro varias igualdades evidentes. Esta
misma idea se puede emplear, por ejemplo, para deducir la
formula de la suma do los cuadrados de los » primeros niime-
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casilla v la que comicnza con el salto a la tercera, Para He-
gar a la (n - 2)-ésima casilla el saltador tieno Z,4+¢ modos
s5i arranca de la segunda y z, modos si arranca de la fercera.
Por lg tanto, la sucesion de los nGmeres x;, 74, . . ., Ty, .+ . -
verifica la relacién recurrente

&p + Tnpt = Tnyns

o sea, coincide con la sucesion de les nimeros de Fibonacei:
T, = U,

7. Demostremos, empleando la induccién, la siguienote
férmula importante

pgm = Up_ilim ~F Unlima s (1-8)

Para demostrarla aplicaremos la induecion scgin m. Si
m =1, la formula da u,+y = u,_; u; -+ w,u, v os evidente.
8i m == 2, la férmula (1.8) es también evidente porque

Wn4g = Upotlly + Ualla=Unag + 2Up=Un_y + ln + Un=tnsq -}~ Un.

Hemos demostrado asi la base de la induccién. El paso
induttivo lo realizaremos en la forma siguiente: aceptando
que la férmula (1.8) es vilida para m = k y param =k --1,
demostraremos que también es vilida para m =k - 2.

Es decir, sea

Ungh = Upatlth 4 Unlins) ¥ Unghit = Unoitinst =F Unlaga.

Sumando micmbro por miombro laz dos Gltimas igual-
dades, obtenemos

Unphiz = Yn_¥r4z -+ Unlinsa

como queriamos demostrar.

Es fdcil explicar (o incluso demostrar) la férmuia (1.8)
en términos del problema del saltador.

En verdad, el niimero total de modog que tieno el salta-
dor para desplazarse de la primera casilla a la (r + m)-
ésima es igual @ oy DLntre ellos hobrd modos en que el
saltador pasa por encima de la n-€sima casilla y ofros en
que se detiene en ella.

En todos los modos de la primera clese, cl saltador ticne
que llegar a la (r — 1)-ésima.casilla (puede hacerlo de
u,_; modos), saltar después a la (n -+ 1)-6sima casilla y,
finalmente, desplazarse en las (n+4m) —{rn + 1} =
= m — 1 casillas restantes (esto #ltimo pucde hacerlo de















Para n = 1 resulta
i
CI" = T = 1..

Supongamas ahora que la férmnla (1.42) es vdlida para
un valor doterminado de n cwalquiera que sca el valor de %
(k=0,1,..., 8}

Consideremos ol nimero C%, . Puesto que k 2= 1, tene-
mos

ft—1 )
Crpa=Cn ' 4 Cn,

o sea, cmpleando la hipétesis inductiva (1.12},

Cn,_1+cﬁ =n{u-—i)... n-—k+2)+

12 ... {k=1)
afp—1)...n—k-|-Hn—k}t)
+ T2 . (k=D =
_afp—1)...(n—kL D n—k44y
I T P e 1) (H' k )'“

_np=1)... n—kt2) kl-rn—k{1
A VY S I % =

I T G TR et ) S
- 12 .. (k=D& =ttt

La Gltima ipualdad es la formula (1.42) aplicada a los
coeficientes binomiales que se encuentran en la fila siguien-
te (es decir, en la (» + 1)<€sima {ila) del tridnguloe do Pascal,

5. Tracemos por los clementos del triingule do Pascal las lincas
que forman 45° con sus filas llamindeles diagonales ascendentes del
trifngulo de Pascel. For ejemplo, serin diagonales ascondentes la
recla que pasa por [os ndmeros 1, 4 ¥ 3 6 la tecta que pasa por los
wimeres £, 5, 6 ¥ 1.

La suma do les nomeros que portenecan n uwna misma diagonal
ascendente es un ndmero de Fibonacei,

Efcetivamente, la primera diagonal ascondenle (ia superior) de)
triangulo de Paseal consta sblo del une. Tambiéun la segunda diagonal
consln s6to del uno. Para demostrar ¢l resultado que nog interesa basta-
ri probar fque la suma de todes los clementos que compouen la r-
ésima y la {r - 1)-6sima diagonales del iridngule de Pascal es igual
a la swna de los niimeros pertencciontes a su (r -+ 2)-ésima disgonal.

Pero los nimeros do la n-6sima diagonal son

Chety Chags CRen -
v los de da {n + i)-ésimn diagonal zon
Cg! C'}(-—l' C?;—'M es

L
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Lema 2. Si las sucesiones V' y V" son soluciones de la
ecuacion (1.13}, también la suma V' + V" (0 sea, lo sucesién
v, + v, vy v, vy vy, ...} es solucidn de esta ecuacidn.

Demostracion. Por l1-1ipéte.'.=.is, tenemos

’ L r L L L4
Un==Un_4+Un-2 ¥ Vp=VUp.{+Un.2.

Sumando estas igualdades miembro por micinbro, encon-
lramos

Un+ vh={vn-1+ vne1) + Wnz + Vh-2).

Con esto queda demostrado el lema,

Sean ahora V' y V" dos soluciones no proporcionales de
la ecuacion (1.13) (es decir, dos soluciones de la ocuacién
{1.13) tales que cualquiera quo sea la constante ¢ habrd un

nimero n para el que_ E% 7= ¢). Mostremos que toda sucesion
V, solucién de la ecuacidn (1.13), puede ser represontada asi
V=Civ'+ CzV”, . (1-14)

donde ¢, ¥ ¢, 8on unas constantes. Por esta razdén se suele
decir que (1.14) es la solucidn general de la ecuacidn (1.13).

Demostremos primero que siendo V' y V" dos soluciones
no proporcionales de la ecuacién (1.13), se tiene

vy Uy -
.E%.;;.f_- .;% {1.15)

(o sea, que la no proporcionalidad se manifiesta ya en los
dos primeros términes de las sucesiones V' y V).

Demostremos {1.15) por el absurdo. Supongamos que
para dos soluciones no proporcionales V' y V* de la ccua-
cién (1.13) se tieno

U, Uy 4
H=r- (1.16)

Formando la proporeién derivada, resulta

vp-hvz _ s

o

v tus 0

o sea, recordando que V' y V" son soluciones do la ecua-
cién (1.43),
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La expresién (1.20) lleva ¢l nombre de férmula de Binet
{en mernoria del matemitico que la encontrd).

Es evidente quo férmulas de este tipo se pueden encon-
irar también para otras solucionos de (1.13). Proponemos
al lector deducirlas en el caso de 103 sucesiones indicadas en
el punto 2 de la introduecién.

17. Hemos visto que a? = a 4 1. Esta claro, por eso,
que toda potencia cntera positiva del nimoro « pnede ser
representada en la forma ao -+ b, donde 2 y b son mimeros
cnteros. Por ejemplo,

W =axt=a(rt1)=a*4a=a+1+a=2a+1,
= =l +1)=20 +a=2c+2+F+a=
= Ja + 2,

etc.
Demosiremos (por induccién) que

f

& =uat .

En efeclo, para n = 2 ¥ 3 csto o3 cierto. Supongamos que
@ =upatupy ¥ O = upatun,

Sumando estas igualdades, obtenemos
a* ot = (un + vpr)a + (- + a),

0 Bea,

5
@ == Uy a0 Upgy

¥ con psto gqueda argumentado el paso inductivo.

18. La férmula de Binet os apropiada para hallar la suma de
muchas series relocionadas con los numeres de Fibonacci.
Determinemos, por ejemplo, la suma de

uy+g-f-ug+ . .. -+ Uan.
Tenomos
ﬂs_ﬁa aﬂ‘_ﬁs aﬂﬂ_ﬁah

ustvgt. .. Flgp= V3 4 Vs +---+—1-/-§'"'—-=

*_1%(“3’1'“‘4"“ +am—BI—pr— ... —pn);

sumando las progresiones geombtricas que aqui aparecen, encontramos
o3t gd fan+s — pa )

dgb-ug+. .. Fiega== 1;*5*( ad—1 “_-—5—1




Pero

'y, andlogamente, f* = 1 = 2f. Por eso,
1 ( asm-a....ms ﬂSnia_ﬂs ) ,

Uyt lgt oo Uy = VG o 2 i

simplificando, resulta

1 312 g2 43+ LAZ
U3+lln+--.+uan=—_7g-( @ & 25 +B )=
1 ¢ g¥miz_fons2 at—f2 \ 4 P
=T( "/5 - -Vg )‘—'i'(“anﬂ"'“z)’:——-z—-—.

19. Veamos otro ejemplo de aplicacién do la férmula de Binet:
determinemes la suma de los cubos do los n primeros niimeros de Fibo-
nacei,

Obsorvemes, anto todo, gue

ak—pk )3 1 @tk _3g2kph.L Jukp2h — i3k

uh = ('_VS"'" 5 VE =
_1 ( o — pok 3ahih Gh'}_gﬂu )=

EA:

= i —(— )4 Bup = - [ (— 4 3un,

De aqué que
uidbuit.. L tud =
""%- {atugt.o . Fua) 43 i —ugtug—... F{— 1" up)),

de donde, emploande le férmula (1.6} ¥ los resultados dol punto ante-
rior, resulta

vitult... +u;=.15— [ﬂ“'fz_?:iﬂ—i)w 3::,,_,] =
gt (=M Bup—1
10

. 20. Es oportuno plantear la cuestién de la rapidez con
que crecon los nimeros de Fibonacci cuande aumenta el
indice. La férmula do Binet permito dar una rospuesta bas-
tante completa.

Es fdcil demostrar el teoroma siguiente.
Teorema. El muimero de Fibonacel u, es el entero mds

préximo el ndmero %, 0 sea, es el entero mds prézimo gl
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a-dsimn términe a, de la progresidn geoméirica cuyo primer

- . T

términe cs l—/-Fw Y cuya razon es a. '
]

Demostpacidn. Dasla demostrar gque ¢l valor absoluto de
. . . 1
la diferencia onire w, ¥ 4, es siempre menor que = . Pero

2
i — (4 t et — n’} it
By, | == — f— — | = . — .
[t =] 5 V5 Vs
Puosto que fi«- —0868. . ., so tiene |B| <1, cs decir,
[B[* <<t para todo 2; con wmayor razén B 1 (ya
I

gque VB = 2). Homos demostrade el Leosema.

Modificando la demostracion de este Leoremna, ol loclor
Tamitiarizado con la (eorfi de los limites podrd fcilmente
probar gue

lim |y, —ap | =0
MH-von

1 teorema demostrado permite calenlar los nimeros de
Filonacei cmpleando las tablas de logaritinos.

Calevlemos, por ejemplo, uyy {(que eg, dicho sea de paso,
la respuesta al problema de Fibonacei de los conejos):

VE=2,2301, 15 /5= 0,34049;
g T L5 4 6180, lgo =0,20808;

2
wld . v
lgwu- 14-0,20898 — 0,34949 = 2,5762,
2 876.9.
5 '

El nimero cntero mig proximo a 376,9 os 377 y este es,
precisameunte, ),

En ¢l cago de un nimero de Fibonacci de indice grande
no podremos determinar todas sus cifras basindonos en las
tablas dc logaritmos (s6lo podremos caleular algunas de
sug primeras cilras) por lo cual el caleule resulia aproxi-
mado.

A Ulule de cjoreicia el lector pucde demostrar que eon

. . . r 1
el sislema decimal 1, tiene para #2247 no méis de - ¥ no

" . l ] . .
menos de — cilras. {Cudnbas cifras Liene uyene?



21

21. El resultado del punto anleior se puede precisar con ek leo-
rema sigeients que serd WLil was adefante.
Teorema. Se tiene

i 1r.iT
1 P 4
— S Uy T —

1/5 { L3 .L/F'

Demostracian. Limitémosnos n demostrar Ia primera gesigualdad;
fa otra se demuesira de an sodo andlogo.
De la [4rmula de BBinet resulla quo

i N
Hy, m=—— (g — &u};
n vs
puosto guo off = —1, basta demosirar para taestros fines gite
1

TF g
i Ll -_'-r-le-
o que
Zn.-l-
=] ® < a_‘.’.]l_h

¢s decir, clevando a la p-ésina polencia, que
o= & (). (.21

Demostraremos esta desigualdad por induccidn. Para n =1 se
convierto en
agat—1

ue es, en ofeclo, Jo que ocurre (precisamenle con el siguo de igual-
ad}. Siende n = 2, la desigualdad (1.21) significa que

o7 & (ot — 1), {1.22)
Este so puede demostrar realizando el céloulo directo. Pero también
podemos reeurrir al yosultado encentrado on el punte 17: tenemos
O‘." = 3z "l' 2.
(ot — 1) = (3a + 1) = %9a® - b - | = 15 -+ 10
¥, pov cso, la desigualdad (1.22) sipnificu que
a? = 13 + B < 15g - 40
lo cual es cvidemte. En fin, para » = 3 la desigenddad (1.21) dice
al? L (af 1

y 36 comprueba do modo andlogn.
Supengamos Rhora que n > 2 y gue (5.21) es valida; demostre-
™mos quo

a?.(!!-!v!]:‘-i £ a2 1y

Para ¢llo basta probar que al aumentar 1 en uno, el segundo micinbro
do (1.2} crece con mayor rapides quo el primero. Pero es obvio (ue
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Yor eso, considcremos pnmoro ek caso ar =1y Ppx % 1,

0 SeA :c;é—- = —PByax ;-‘:—- = —q. Sumando entonces
las progresiones geométricas que figuran en (1.23), obtenemos
1 antignel . _ar 1 ﬁn-l- fynd fz

NG v/ S el Ry

a0, después de transformaciones ligicas,
s (x)= 1 (ar i gz} (Br — 1) — (fatiantl —B2) {az — 1)
. V5 (e —1) (B=—1) !
de donde resulta
_ 1 u“+1ﬂzﬂ'3—aﬂ+’zﬂ+1-}-u
(3= TR
aﬁrl+lxra+x_dﬂn-!-1xn+i+ﬂ,
afiz? —{e+f)z +1

Recordando que afp = —1, a4+ =1y a—~§ =V5,
tenernos

T

q 2'1/5",_ {n - P} znt2o. (gl — Gty gott

sn @)= V3 e

y definitivamente

s () = S ta bt (1.24)

{—2z--z2

En particular, tomande z = {, encontramos

§ (1)=u’+ﬂg+ ...+un=..’.:"_“_".}ff.2:f.i_=u,.+g-1

lo que concuerda con lo dicho en el punto 1.
Si z = —1, tencmos
sp(==w—w+ ...+ {—D)"u,=

—] = —{n+d_ — {yn+l n
_ y ( }—1 Upay (—1) == ()™, — 1
(véase la formula (1.6)).

Considerermos ahora los casos <especialess.

Sea z —i— = —f. Entonces todo término de la primera

progresién de (1.23) eg igual a uno y l2 suma de esta pro-
grosién es n. Por otro lado, la segunda progresitn es dera-
- gbn —p2.
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Es decir, pasando cn la férmula (1.24) al limite cuando »

crece indefinidamente, encontramos
. ¢ T— W EnFE g
s () =1im 3, (2} = lim—= 2
fi-+00 nrog {mz—22

x

1 Y
{—z—x2"

= (& limu,a™?—1lim Unpd 1) =
-+ o0 =0

En farma desarrollada este resultado puede ser represen-
1ado asi

W4zl Ut .= 1—:-— . (1.28)

w—r — g2

Dando a la variable # unos u ofros valores, obfendremos
diferentes féormulas concretas. Por ejemplo, tomando z =

1
=5, enceniramos gue
n

u  ul =2
T-{—?z-—i- ...+2—n-!-..-—- N

24. La formula (1.28) sc puede obtener basindose en
otros razonamientos.
Considercmos la expresidn

Ug + ugz® 4 .t A ... =50 (1.29)

(sin olvidar que tiene sentido slo para | | <%) y multi-
pliquemos ambos miembros por = y por &2
Wzt w4 . M o =a2s (), (1.30)
xR Ut e g =2t (2), (L31)

i
Restando de la igualdad (1.29) ambag igualdades {1.30) ¥
(1.31) y reduciendo los iérminos semejantes, obtenemos

s + (g =—ttg) 2° + (s —ug—un) 2+
(i —ug—ig) 2 Up—Upt—Ung) T F ... =
e (1 —z— 2% s (%)

Es obvio que cn el primer miembro resuitan iguales a cero
todas Ias expresiones comprendidas en:los paréntesis y, por
¢so, esta igualdad significa que

;}3:(‘1-—-3:—12)5(3;)1

de donde se desprende (1.28).
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posicién {como hemos oxplieado debe ser 1 <t m2H1):
G, )= (1, 1.

BEsto significa que uy ¥ vy, divididos por m, dan1 corno
reste. De aqui se despronde que la diferencia de estos nime-
ros ¢5 divisible por m. Pero

gy — g = Ui.qy

resultando asi que el nimero de Fibonacei uy_; es divisible
per m.

Hemos demnstrado de esta forma el tcorema siguiente.

Teoremn. Cualguiera que see el nidmero entero m, entre
los m* — 1 primeros ndmeros de Fibonacct habrd al menos
uno divisible por m.

Subrayemos que oste Leorema no dice nada acersa de
qué niamero de Fibonacci serd divisible por m. S6lo deja
constancia de que el primer ndmero de ‘Fibonacei divisible
por m no dehe ser muy grande. Mas adelante volveremos a
esle problema.

Puesto que {1, 1) es el primer par repetido de la suce-
sidn (2.1), resulta que la sucesién de reslos se repito a par-
tir de &,, o sca, que esta sucesién es periddica. Por ejemplo,
st m = 4, ¢l periodo de la sucesidn do restos os

1,123 1,0 (2.2)

En esle caso la longitud del periodo es ignal a 6. Por consi-
guiente, si n es Gk 4+ 1, 6k + 2 6 Gk + 5, el resto de Ia
divisidn de u, por 4 es 1; si n es Gk + 3, ol reslo s 2 y, si
nes Gk + 4, ¢l resto os 3.

3. Es de pran interés el cstudio do la naluraleza aritmé-
tica de los nimeros de Fibenacci, o sea, el esludio do sus
divisores. Domostremos que siendo n un nimero compuesto
distinlo de 4, el mimero u, es compuesto.

Iin efecto, para tales n tenemos n = nn,, donde 1 <
< ng << nyl<n,< nsiendo, ademis, n, > 2 6 ny >> 2.
Supongmmos, para concrotar, que n, > 2. Del {eorema ante-
rior resulta enrtonces que u, os divisible por u,, con la parti-
cularidad do que 1 << u, << u, y esto signiflica que u, es
un nimeto ¢owpuesto,

4. Antes de ¢outinuar el estudio de los niimeros de Fibo-
nacci, veamos con el lector algunos resultades elementales ds
la Teoria de los nimeres.
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ri=rogs+r3, donde 0<ry<lry,
?‘g,z‘—‘rl-lq1-1+rf! d{)nd!} Ogr!<ri-1|
Ti-t =T .

Sahemos que 7, cs el miximo comifin divisor de m y n.
Puesto que m = ng, + ry, resulta que

(my ) = (Ungot ey Un)s
o sca,
(um: u'n) = (u'nqn—iur; + Wngitiryt1y ur:):

de donde, basdndonos en los puntos 1 y 9, tenemos
(s U} = (g stisyy )
o, en virtud de log resultados de los puntos 11 y 8,
{thmy Un}=(Ue,, Un)
Andlogamente se demuesira quo
(Uryy Un) = (tiny Ury),
(trgs Urg) = (tbryy Urp)y

............

Comparando estas igualdades, encontramos
(Rmny Un) = (urtl u"t—i);

como quiera que ry divide r,_, y, por onde, u,, divide u,
debe ser (ur, ur,_) = ur. Recordando, finalmente, que
r; = (m, p), ohtenemos el rosultado necesario.

En particular, do aqui se deduvce el tcorema reciproco al
teorema del punto’l: si u, es divisible por u,, tembién n
s divisible por m. En efecto, si u, es divisible por u,,, tene-
mos, como S ha explicado en el punto 4,

(uay tiy) = up. (2.4)
Pero acabamos de demostrar gue
(uny u’m) = . m): (2.5)

Comparando las féormulas (2.4) y (2.5), oncontramos

Um =Upm, myi
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gruencia (2.14) puede see exprosada ast
1.2. ... (p—Tyar-t=1.2. .., .(p—1) {md&d p). (2.15)

Observemos, por Wktima, que el preducto 1.2. (p — 1) ez
prime con p de modo que ln conginencia (2.15) pucdc Aor dwidida pot
cslo nimero, o &ca,

ab~t =4 (mdd pb,

COM queriamus demasirar.

21. Segin hemws visto en ] punto 2, enire los divisores do los
numeros do Fibonacel figuran todos fos nimeros. Ahora mostraremos
que se pueden indicar ciertas ¢lases de nlnieros de Fibonacei que pose-
en divisores bastante coneretos.

Por ejemplo, tiene lugar el siguiente leorama 1},

Tegrema. Si ol fndice del nu’mer‘o de Filonarei es impar, fodos sus
dinisgres impares son de tipo 4t 41

Dentostraeion. Segin in formuli (i A0} {véago el punle 9 del § 1),
P dnpar st l-iunu

i =u, qkgaq-F
the donde Tesulta
Up gt g a1 = MG =ty g (g lg) =0} —
b g — k= —1, (2.16)

Sen p 5= 2 an divisor primo de w,. De {2,406} se desprende que
wh_y <k 4 vs divisible por », ¥, en consccuencia, también por p. Es
decir,

ni_op = — 1 (mdd py.

Elevando a ’HEI asnbns miembros de esla congruencia, obtenemos
1 pct
(i) ¥ =uPzl=(—1) * (modp).
Ademas, (1, .1, #,y} == 1 de modn que w, _y no cs divisible por p v, se-
ghn ¢ apequedio leovema de l(-rmal.», encontramos
u.*::} 2= 1 {mdd p).

IPero entences Lambién
=1

{— I}T =1(mdd p),

r—1 - X
oosea, (—1}) "«z— = 1. P'ar consiguicnfe, EZ_! €8 un nimero par y esto

siguifica que poos de Ja forma 42 - 1.
ULl autor expresa su grabilud a un alicionado a las Matemsd-

ticaa, residente on Leningrado, gue lHamé su atencion sobre ests
hircho.
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8i 4 es el maxino comin divisor, los exponentes §; dehon ser los
mayotes de los nimerns que satisfacen las desigualdades respectivas
(2.22), Pero esle signilice que &, ha de sor simplemente ol menor de
los mimeros correspondientes ayy, ®g;, . - ., &,y 10 cual so puede ex-
presar asi
8;=min {oy;, agy ..y @agh

Igual que en cl caso de dos nimeros, el méximo comiin divisor de los
RITOLOS 4y, Gy, - - -, 0, %0 designa por (g, a, . . ., a,).

30. El concepto do mipimo comim m1'slll.ip1(_) eg, en cierto sentido,
dual al concepto de maximo comin divisor.

Todo nimere divisible por los momeros oy, a4, . . ., a, do des-
composiciones canbnicas (2.21) debe contener, eviaontemente, en su
doscomposicién candnica todos los factores primos que figuran por lo
menos en und do0 las doescomposiciones (2.21), o sea, los nimeres
P1y P2s + - -4 Pye Aiemés, en da descomposicibn candnica do un mil-
tplo comitn pueden apereecr otros factores sextrafioss. Por consi-
guicnte, la descompogicidn comdnicn de cuslquier miltiplo comin m
de los ndmeros ay, ag, « . -» 2, ¢5 do la forma

m=pftph?... phs@,
donde ¢ os ¢l producto de todos los factores primos gextrafioss, con la
particularidad de que para tedo i =1, 2, ..., k e cumgplen las de-

sigualdades
B 27 Ggy Wp 2 G2f -0y N3 Tl (2.23)

St m og el minimp comin mﬁltirlo do los mimeros ¢;, g5 - . .\, Cn,

¢l fagtor ¢ no debe, naturalmente, ligurar (o sca, dobe ser igual a uno)

y los exponentes p; deben ser Jos menores do los nimeros quo satisfa-
cen las desigualdades (2.23). Pero eslo Gltime significa que p; ha de
ser simplemento cl mayor de los nomeros &y, gy, -« +y Sppt

}53—_~m5x {dyjy Xty ooy Ent)

£l minimo ¢omin maltiplo de los nimeros a4y, a4, ..., a, se
indica por [ay, ®3) - . - Zae .

31. Demostremos un lema auxiliar.

Lema. Cualesquiera que sean los Rimeros @y, @py .+ .y @y, 5€ licne

max {ay, Gy, oo Bp}=
=y Gyt ..+ Sp—-min {ay, ze}—min ey, 23} —...
.o —min {Gpeqe @p}-FMin {ay, ag, agz} +
Hmin {ay, g @b
4-min {oy, ®g, .-.. ap} {2.24)

ui e la segunda fila apsrecen todos los minimos de dos nimeroes,
la tercera, lodos fos minimos de tres nimeros, etc.).
Demoslracién. Podemos aceptsr desde el principio, sin perder

generalidad, quo los nfmeros t, dy, ..., &, cumplen la condicién

PP . PSR- .

{aq
£
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y en el segundo miembro aparece, deo acuerdo con el puato 29, con el
cxponente

ey tept b —
—min {ay, ap}—min{ay, Gg}—... —nin {@,_g, @y} -+
+min {ay, o, az}4min fay, ag, a5} -

PR T T T B

+ min {&y, w20, %)

- " a1

Del Ilema anterior s¢ deduce que laz expresionss {2.28) y {2.27) son
1puales.,

Es ciccir, los descomposiciones candnicas de smbos micmbeos de
{2.25) contiencn idénlicos [actores con i%ualcs‘ exponentes.

33, Volvamos a la divisihilidad do los niimeras do Fibonacei.

Lema.

Wonse =0y a8 divisihle por ui, {2,28}
Demsstracion. Apliguemoes la induceion segin m.
Para m = 1 el dividendo se haee igual a cero y, por code, es divi

sible por 2. Supongamos ahora que la volecion (2.28) o5 vélida y con-
sideremos la diferencia

mi-1 _ m--t
'-"'tm+nn-!"'“nj1 = {tmn-1ttn-1+ “nm?‘-n)“‘un.!-i .

Tenenivs, sogin Ja hipdiesis inductiva,
. Tl el
Uppy-t =ty (MO )
Por consiguicnte,

. U ag
u.{m”,"_l-—u:’:_hl = u;:'_,u-“.,i-i-um”u,,——n:f_i (modd :sﬁ). (2.29}

Poro en el punte 1 Lemos visto que wmy, o8 divisibie por 1, de modo que
Uity =0 {(mid ug)
¥ (2.29) su convierle en
B g 1] ——n:fj'il =0 (ndd !:i).
Hemos dewostrado el paso inductive ¥ también el lema.

34, Lema.
u,,,n‘—“:?+1+“;‘_,t es divisible por ud (2.30)

Demostracion. Apliquemos ka_induccion sogin m.
Para m = 1 el dividendo se hace igual a cere y, por eade, s
divisible par «}. i » . )
Supongamos que la afirmacidn (2.30) es valida y considersmos la
eXPresion
NN y ) i 31
Bmppn =1 :'n.!..lf -+ "-:;E..l_l =pp-n - Emptine "’“::'.i!_t - "-:1_11 '
Tenemos, segtin Ly hipbiesis inducliva,

! Ly - B!
T L {(mad uy).



Por consiguiente,
m4i m3+i — m
u(m“‘n‘““ni:t 4-141,1_'1'11 = Rpgpaoaltn -ty ("h-i-i —_
it w1 m-ki EI |
u."_‘)-—un_H N {mdd un]
6
A1 _ D L b
“(ma-lm-'“mi ‘1’”‘,’&% = Upnpedltin — Uy (Mgt = ty) (méd ”,;)‘
es decir, .
m- m — m ]
“tm-w-im“unfli -+ uuj‘li =g (Mngaog——t y) (i &),
Del lema anlerior resulta que la diferencia quo aparece en el segundo
micnbro ¢s divisible por u3. En consecuencia, el segundo miembro es
djv:sih‘le por w}, 0 sea, ¢ congruente modulo k) con el cero, como que-
rismos domosirar.

35. Sea p un nimere primo. En ¢l punto { hemos demostrado que
upp 08 divisible por w,. Beto siguifica que al pasar de w, @ 1,5, por un
larfo, pucden apareccr nuoves factores primos y, por otro lado, pueden
awmnenler Jos exponentes anbiguogr do Jos divisores primos de wy,. Ahora
demostraremos que sdto puede aumentar o] exponente dob divisor p,
mientras que los demas divisores primos de u, hao do sonservar sus
exponontes. Ademis, st p £ 2, su exponente aumenta en { todo lo
mas y 5§ p=2, on 2 a [o swmno.

Tecorema, Si g es un divisor prime de u,, diferente de p, el nbfinere
Uy
—L no es divisible por g¢.

g
tnp
St poes un divisor primo impar de vy, el nimero aT divisible
]

per p pere na por p2

il
St uy, e divisible por &, el niémero 1—;"—' es divisible por 2 pero no por4.
L3

Han

St wy es divisible per 2 pere no por &, el nibmern es divisible

por 4 y ro es divisible por 8.
Deinpstracidn. Tomando m = p, enconlramug del lema anfe-
rior que
upp—ul g Fub | es divisible por ul,
En ol pustio 1 hemos visto que u,p 09 divisible por un; ademis
-1 —2 -
ttg_H —uP = {ugag—p_g) (ufhl-‘. +u§‘|_tu,,_1 R u.":w:) =
- -2 —
=iy (ug.]_}‘*‘“?l_’.iun—l + ... “""‘1’1_ 11)
Por counsiguiente, % divide la dilerencia
4
—— (it 7 g+ ug_'{'_%nﬂ_l +.. 4kl {2.31)
~ De aqui se deduge, en primer lugar, que I diferencia (2.31) es
divigible por w,, 0 sen, que
Yap p—t t

o =i+ uﬁjﬁu,;_, Aol 7] (méd mp). (2.32)
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O BoR,
{p—k) prore-2-f (k— 1) prorP-24-p-L.

Tomando osta exprosidn para todos los términos, ¢s decir, para & =
=1, 2, ..., py ¥ sumande, ohtenemos

-——I::p = plp—1) 2-— ) pryp-t LR (p 2— f) prarp=24 pro~i (méd p?). (233
n

p{p—1}
-2

8i p =2, ol nlimero ¢s entero y los dos primeros

sumandos del segundo miembro de (2.33) son Qivisibles por p* de
modo que

u
il pre—t {méd p?).
Un

Finalmente, r# — { es divisible por p en virtud del pogueiio teorema
de Fermat {punto 20); luego, p* divido pr ! - p de forma que deli-
nitivemonto obtonemos

unp .
—_—=p (mad p2}.
n

u
Es decir, sl ndmero T"-E- , dividido pot p%, da p como resto ¢, en

otras pelabras, ¢s divisible ri:m‘ p pero no por p¥; hemos demostrado
In segunda parte del toorema.

ea ghora p = 2. La formula (2.33) puede ser expresada enton-
cos asi

'3‘3—“52(r1+r,+r) (méd 4). (2.34)

8i i, es divisible por 4, los nimeros v, g ¥ #yeq, Aivididos por &
dan cl une como teste lo que puede vorse de la sucesidn do los rostos
(2.2). Por consiguiente, en aste caso fonemos ry = ry =0 y r= 1 de
modo quo (2.34) da

20 = 2 (méd 4)
Un

lo cual domuestra Ja tercera parte del teorema.

Supongames, finalments, gue u, no es divisiblo por 4. Le sucesidn
{2.2) Eermite ver que on easte cago ry =0, r, =1 ¥ r = 1 de raodo
que (2.34) da

Een __ .
-l.: = 0 {mod 4).

Tf“ no es divisible por 8. Pero si sucediese

(1

lo contrario, gy, seria divisible por 16 y, segin el punto 13, 2n serin

diviaible por 15. o sea, » teadria B como diviser; do aqui, a su vez, re-

sultarfa que u,, serin divisible por u,, cs decir, por 8, lo que conira-

dice la hip6tesis (a saber, que u, no ea divisible siquiera por 4).
Hemos demostrade complotamente el teorema.

Resta demostrar que
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1, Sean py, pyy - . s Ppa - - - todos los niimeros primos tomados
en orden de crecimiento (0 sea, py = 2, py = 3, ote.}. Si el ntraero
n=piPg .. pp ©8 bueno y 8t ppey >3, el nimero ppy . - -

.+ . PiPp+; &8 tambifn buena,
Efectivamente, en oste ¢aso tepemos

A=pPiPg - P ¥
gi{r) =(pt—Vilps—1 ... (pp — I}

sogiin la hilsétesis. a3
(= =1 .. (pe—1)>
1 1 1
>(1+?’-) (1+ ) (1+'ﬁf)+lﬂga3ﬁsh-—-ﬂh- (2.7

3

Para obtener la desigualdad correspondiente al producto
PiPa « » - PrPa+ts debemos multiplicar el primer sumando del sogundo

miombro de (2.37) por (1 + : o]0 soa, por un nimero menar que 2,
4

y agregnr al segundo sumando Ia mngnitud logg pu+y. I'ero cl ndmero
DiPs «+» pp— 1 €3 primo con cada uno do los nimeros primos
P1: Pgs - - =» Py Par consiguiente, cualquier divisor primo suyo g
¢s moayor que todos estos nlimeros y, por ende, no cs memor que
Put+iy- Es deﬁil‘,

Pret < PiPg --- Dh
¥, con mayor Tazin,
Pret < 2P1P2 s Pus
do donde se deduce quo
108c Pret < 10gg 2PyPg ... Pp-

Queda claro asi que agregando logy pp+q &l segundo sumando
aumentamos su velor en menos de dos veces.

Por lo tanto, el segundo miembro aumentsa en menos de dos veces.
Por otro fado, el primer miembro queda multiplicado por pyyy ~ 1,
o soa, gnr un nimerc mayor qué 2. De {2.37) se deduce entonces la
desigualdad

(pre=) - or =) (o) > (5] -

(H%) (1+‘E3'+T)+IOBGZPI -- e PHPRA

como queriamos demostrar.

2. 508 n == pyps ... Py, domde p;, py, ..., pp Son mimeros
primas arbitrarios y distintos, un nimero buemo y sez ¢ un nimero
primo cuslquiera dilerente de py, p3, - . .4 pg ¥ mayor quo py; enton-
ces, 6l ndroero gpg . - . Py tamf)ién ea hueno.

Efectivamente, en este caso la desigualdad (2.36) de nuevo con-
duce a (2.37). Sustituir aqui p, por 1 es tanto come multiplicar el

primer miembro de (2.37) por :1__1 y ¢l primer sumando del
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¢ién los nimeres buenos 24 y 36, mientras gus la segunda operacién
no so puede aplicar al ndinera 12, pues éste e divisible por el cuadrado
del prirg 2.

Finalmente, todos los nimeros derivados del ndmero 30 (210, 42
y 60, respectivamente} son buenos.
( Podemos resumir nucsiros razenamiontos en um esquema

ig. i}
Oitanemoa #si que los nimeros malos son:
1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 14 y 30.
Les corresponden los nitmeros de Fibonacei
1; 1, 2. 3, 5, 8| 55. 144, 377 y gy

Es fécil ver quo uy, ug, ug, uyq ¥ Uy poseen divisores propios {2, 3, 5,
i1 y 29, respectivamente}. Ademés, podriames escribir todos los ni-

Z%; 25b ;b 226 28b Pob
o
im Dm Ak

FIG. 1

meros de Fibonacei qua preceden a ug,, descomponerlos en factores y
comprobar de un mode diresto quo ug, posse divisor propio. Pero
esto huelga: del teorema del punto 22 eo deduco que uy, s divisible
por 31 {ya que 3f ¢s un ndmero primo de tigo 5¢ + #); por otro lado,
ug = 9, gy = 55 ¥ By; = 610 no son divisibles por 31; luego, 31 es
divisor propio de uy,. '

Quedan los numeros 4y =1, u; = 1, 15 =8 y uy = 144;salta
a fa vista gue no tienen divisores propios.

Hemos demosirado ¢l teorema. .

37, ¢En contrapescy 8 los cmatre numcros de Fibonacel que no

tienen divisures propivg, exislen ntmeros de Fibonacci con variod
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divisores propios; por ejemplo, los divisores 37 ¥ 413 parn s los
divisores g)ii ¥ 109 para ugy, ete. Se ignora si son muchos les avunoeros
de Fibonacei con Eos o mas divisores propios.

Surge una pregunta natural: jevdl es el indice n del nimero do
Fibonacci que tiene el primo p como divisor propio?

Del punto 25 se deduce que no p ~— 1 i p cd de Lipo Bt =1 ¥
quo 2 < p+ 1 si p es de tipo 5¢ £ 2. Pero hasta shora se desconoce
la f6rmula que permita calcular directamente el nimero do Fibonacei
con ot divisor propio p.

En el punto 9 hemos demostrado quo son compucstos todes Jos
nimeras de Fibonacci de indico campuesto, a excepcion de uy. La re-
ciproca no tiene lugar: por ejomplo, iy = 4181 = 37.113. Cabe pre-
guntarse si ¢s finita o infinita la contidad de los nitmeros de Fibonacei
primos, ¢ on otrag palabras, 8i exislo o no ¢l mayor do loa nfimeros de
Fibgnacei primes. Este problema sigus pendiente,

§3
NUMERCS DE FIBONACCI
Y LAS FRACCIONES CONTINUAS

1. Consideremos la expresifn

go +—— 3.1)

o+t

;)
qa+§;*_'|_-

1

an ’
donde gy, s, . . ., Gn 300 enteros positives y g, ¢s un cntero
ne negalive; o sea, a difercncia do los nimeros g, g, . . -
.« @n ¢! nfimero g, puede ser igual a cero. Tendremos
sicmpre en cuenta csla peculiaridec del niimero ¢, y, por
elle, no la mencionaremos mis.

La expresion (3.1) se denomina fraccion continua y los
DGmeros gy, 1, - . .4 §n 300 los cocientes incompleios de
osta fraccion.

Las fracciones continuas cncuentran aplicacién en las
mis diversas cuestioncs matemalicas.

El proceso do corversién de un pamero cn una fraccién
continua se denomina desarrollo de esto nimero on fraceidn
continua,

5-~0308
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Veamos cano se oblicnen los cocientes incompletos de
este desacrollo en el caso de una fraceidn corriente -?;.
Consideremos con este fin el algoritne de Euclides apli-
cado a Jos ndmeros a y b
a=hqy--re,
b=rigy + 12

Iy ==Tafz 413

Poa=Tn-slfn- 1=k ra,

ooy =ndfys

(3.2

La primera jgualdad da

a I _l_
7=t =05

'y

Pero de Ta segunda ignaldad de” sistema (3.2) se deduce que

f |
—_——fy = =y e —
6 | Tt — T
re
de mode que
o 1
-(l_; = '1‘ I
¢y -F e
)

De la tercera igualdad de (3.2) obtencmas

j—‘-#lj'z-—?"——
"‘.!
Y, por osa,
1
—_ = qﬂ-{. i f
q{+ 1
T2 i"r_-_._n
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Salta a la vista que llevando este procoso hasta el fin
{jinduccién!) llegaremos a la igualdad

En virtud del algoritmo de Euclides se tiome g4, > 1.
(Si fuese q, = 1, resultaria r,.; igval a ry, r,-, soria divi-
sible por r,_; ¥ ¢l algoritmo de Buclides se hubicra inte-
reumpido en el paso anterior,) Por eso, podemnos en lugar do

. ‘s i
qn considerar la expresion (g, — 1) + 1+ 0 sea, aceptar que

q. — 1 rs el pentllimo y 1, el Gltimo cocicntes incompletos.
Esta observacidén serd Gtil en adelanie.

2. Hemos visto que toda fraceifn racional _LL pucde sor

desarrollada ¢n una centinuwa. Demostromos ahora que este
desarrollo es dnico, o sea, que Son iguales los cocientes in-
complotos correspondientes de dos fracciones continuas igua-
les.

Tomemos con este fin dos fracciones continuas v y @',
Sean Qgy 10 Q2o -+ - ¥ Gor s .q;' su§ cocientes incognple_tos
respectivos. Probomos que la’ igualdad © = o' implica
las igualdades gy = ¢, @ =4q;, ¢, = g, etc. En clecto,
7o €S la parte eniera del nimero o y ¢ es la parte entera
del nGmoro ®’; por ¢seo, g, = g;. Ahora bion, podemos repre-
sentar las fracciones continuas & y o’ en la forma

1 L
f}o+‘;;‘ Y %+K;I

donde o, ¥ w, también son fracciones conlinuas. Puesto quo
0 =o' yqy=q, lenemos o, = w;. Poro en tal caso son
igualos las partes enteras de los nfimeros o, ¥y 0, o sea,
g ¥ ¢, Continuando estos razonamiontos (jinducciénl), nos
persuadimos de que ¢y = ¢;, (s = {5, ctc.

5t
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Demostrémoslas primero para k = 1. Tenemos:

Py ot
N q+ a7

Puesto gue los niimeros q.,b, + 1 ¥ g, son primos entre si,
la fraccidn ?-"-q—;i-i- es irreducible; al mismo tiempo, la frac-
1

... P . . P
6i6n @-‘ es irreducible por definicién. Pero los numeradores
1

¥ los denominadores de dos fracciones irreducibles iguales
son iguales. Es decir, Py =gqoqs + 1 ¥ Q1 = q,.
Tenemos, después,

Py LI X L%
3 =t i itz 1 ’ 37

LN

Tz
Segin ¢l punto 10 del § 2, el miximo comiin divisor de
los mimeros g, (@:s + 1) + ¢y ¥ @0 + 1 es igual a (g,
q,.qg 4 1) v, por esta misma razén, cs ignal a (g, 1), o sea,
Y1, Por io tanto, la fraccién que flgura en el il{imo micm-

bro do (3.7) es irreducible de modo que

Po=qoipge + D4+ =G+ g+ q =
= Py, + Py

_ @2 = @, +_1 = 92 + Qo
La igualdad

Pan — P00, = (*‘1)1

se comprueba ficilmente.
Con esto queda demosirada la base de la induccion.
Supongamos ahora que son validas las igualdades (3.4},
{3.5) v (3.8) y consideremos la reducida

Pras __ Potnsit Proy
@rit Quahes+ Qn—t

Ppiq Py

QCrez Qg
. 1 .
en ésta gu4q por gayy + -—-—-qh a; puesio que gpyy no liguru en
-+ .

Hemos dicho ya que se obtiene A
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las térmulas para Py, @, Py ¥ Qn-y. Lenemos

1
o)
P.i'i.+2 _ .3 Qk+1+ Qhiea + h-1

Qn ( Qrat - ?:_E ) +@na

Qhaz

o, recordando las hindtesis inductivas (3.4) v (3.5),

Prag — Pusidrez 1 Fr . (3 B)
Orez Qrestikes+ On

Demostremos que es irreducible 1a {raccion que apareco
en ¢l segundo miembro do (3.8). Para cllo basta probar quo
su numerador y su denominador son primos enfre si.

Supongamos gquc los  mimeros Pryque, +Pp ¥
Qre1Gntq <= On poscen un divisor coman 4 > {. lin este
cago, la cxpresién

(Prsinez =+ P2) Orpr = (Qn41@ra2+ O Pras

también serd divisible por d. Pero, segin la hipotesis induc-
tiva (3.6), esta oxpresion es ignal a (—1)**! y 4 no pucde
dividirla.

Por lo tante, el segundo miembro de (3.8) es irreducible
de modo que {3.8) es una igualdad entre dos fracciones irre-
ducibles. Luego,

Pria=Pruuiz-+Pu ¥ Oreo= QusrGrez+ Q-

Para concluir la demostracion del paso inductivo resta
demostrar que

PrsdQ@nir— PuriQraz = (— )", (3-9)
Pero de los resultados ya obtenides sc deduce que

Ph+sz+: —'Pk+10h+z =
= Ppafrialirs - PuQhis — Pra@nieC@ris— Pari@a

¥ (3.9} se desprende directamentie de la hipdtesis induciiva
{3.6). Con esto concluye la demostracion del paso inductivo
y, por ende, del lema,

Corolario,

Pray _ Py _ (—=D1F
Chet @ Caluit (3.10)
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dos [raccicucs continnas con la particularided de gue
B> OG> H2 T .. {3.13)

Indignemos por
PO Pi Pg

—_—

D0 &
las reducidas de Ia [raccién o y por
nooR B

las reducidas de ia fraccion .
Salta « Ja vista, de los resuliados del lewna del punto 4 y do
(3.43), que
pa‘;}!’ﬂ, Pi)," Ph P:’_:‘ﬁ- Pl_l_, nan
¥ qun

2 Q3Q, rlu ..

Estd claro que el valor minimo de cualguier cociente incempleto
os 1, IPor es0, si todas Jos cocienles incompletos de una fraccidn conti-
nua son ignales n 4, fos numeradores ¥ los denominadores de sus redu-
cidas crecen mengs ripido que los numeradores y los denominadores
de lns reducidas de cualqujer otra fraceiébn conlinua,

Estimemios osta dilorencia en el crecimiento. Es evidente que,
después de ias fracciones continuas de cocientes incompletos iguales
a 1, ol crecimiento menos rapido de Ins numeradores y de los denomi-
nadores se da en la fraccién’ continua que ticne lodos las cocientes
incompletos iguales a 1, a excepcibn de une, igual a 2. El lema que
viene a continuacidén permito ver gue pstas iracciones continuas tam-
bién estan ligadas a los nimeros de Fibonacel.

Lema. Si los ndmeres qq, ggs G0 - + -+ Gn $00 lo5 cocientes intomple-
tos de una fraccidn continua @ y

N=@=f=.. =0g=f=... = =1,
qi_—-z {I':,":O],
se tiene
. Miatneiead Bilinoiys )
Ui p_ie3 Hiatlniel

Demostracién. Apliquel'nns la induccion scgin i 5i { =1, pars
toda n lenemos

—1 cocienles .
incomplelos -
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La tooria de desarrollo de los niimeros irvacionales en fraccioncs
coanuas conskituye una rama enjundiosz ¢ interesante de la Teoria
de los mimeros. Sin detenernocs especialmonte cn estas cusstiones voa-
mos un ¢jemplo rolacionade con Jos niimeros de Fibonugei.

9, Determinemos ol valor de la fraccidn continua infinita

{1 (3.23)

.|..

Sabemos ya que este valor es 1gual a lim &,, donde

=00
a, = u:“ . Caleulemos esle limite.
En el punto 20 del § 1 hemos visto que u, cs el enicro

=, 0 S0

V )
&

un=%+8n}

mas proximo o ——= a, para todo 2 so Lieno

donde]ﬁnlci%—.

Por eso, recordando lo demostrado on el punio 5, tenemos
an+1

.V— rl+l

+ 0".
.V-
atleut V5 i (u-}-“-—-——"“nvg)
ot

im o, = lim 2ol = |im

-+ o0 o Mn -+ 00

=lim T =T 5 V"J
IR AT (1+ n )

-]

Pero 8,+,)/5 es una magnitud acotada (su valor absoluto es
menor que 2) y «® crece indefinidamenic cuando n tiende
al infinito (porque @ > 1). Por lo tanto

{im _.E."—’_-_V-_.__U

7L
oo o

Por estas mismas razones

i 9“;!(2:0
. Tt oo a
de modo que
lim a,=a.
N3
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§4
NUMEROS DE FIBONACCI
Y LA GEOMETRIA

1. Dividamos el segmento A8 de¢ longitud 1 en dos par-
tes (fig. 2) de modo que la mayor sca la media geométrica
entre la menor y todo el segmento.

[ A & B

L

FiG. 2

Sea z la longitud de la parto mayor del segmonto. La
longitud de la parte menor serd, naturalmente, { —z y
nucstro problema se reduce a la proporcidn

1 :
.aT=1iI' (41)
de donde
o=l — {(4.2)

. — 4 VE
I.a rafz positiva de (4.2) es ——1-2—"/5- do modo que cada
una do las razones de la proporciin (4.1) es igual a

1 2 2 (1415 44V —a

E

—14+V5  (—1+ V5 14+ V5 2

Esta division del segmento en dos parles (mediante el
punlo C,) se denomina divisién en razdn media y extrema o
también divisidn en jusia proporcidn.

Si tomamos laraiz negativa de la ceuncidn {4.2), ¢l punto
correspondiente C, quedard fuera del segmento AB (en la
Geometria so dice entonces que la division es externa) como
puede verse en la fig. 2. Salta a la vista que también en este
case lropezamos con la jusle proporcion

Cct_ _AB
A8 T CA

2. No ofrece dificnltad alguna la construecién del punto
de la justa proporcion,

=,



Bl

Sea AL = 1; levantandn desde el punto 4 la perpendi-
cular y escogiendo el punto E de mode que AE = % {fig. 3},

ep=) 1+ (3)=1.

Trazando por 4 con contro en & el arco de circunferen-
cia hasta intersccar B en el punto D, tondremos

Bn=ﬁi—_‘.

tendremos

Por ititimo, irazando por D ¢t arco de cirennferencia
con centro en I3, obleuemos ¢ panto buscade €. El punlo

FlG. 3 FIG. 4

Ce do la division exleima se determina por la condicidn
AC, = BC,.

3. En la Geometria tropezamos frecueniemente con la
justa proporcién. Por ejemplo, si tomamos un cuadrado
inserito en un semicirculo (fig. 4), € es el punio de justa
proporcion en el scgmonto 4B,

El lado a4 de¢ un decdgono regular {fig. 5) inscrito em
una circunferencia de radio R cs igual, como se sabe, a

360°
21{ stn W y
o sea, 65 igual o 2 A sen 18°,

Calculernos ¢l valor de sen 18° En virtud delas [drmulas do la
Trigonometria, ienemmos

sen 36° = 2son {8 cos 18° ¥
cos 36° = § — 2 send 18°%
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En oiras palabras, a,, es la parto mayor del radio del circulo
dividido en justa .proporcion.

Para calcular. g, podemos, en la practica, sustituir «
por el cociente’ de dos nimeros do Fibonacei cousecutivos
(punto 20 del § ¥ o punto 8 del § 3} v Lomar a5 igual apro-

ximadamento a % R, o, incluso, a % R,

4. Consideremos el pentigono regular. Sus diagonales
forman un pentdgono regular estrellado (fig. 6).

FIG. 6

Puesto que los dngulos AFD y ADF son iguales a 108°
y 36°, respectivamente, tenemos por el teorema de los senos

AD  seni0B®  sen 720 \ i 5
A= s — a3 — 2005 36°=2 "+TV”-' =a.

Pero como AF = AC, debe ser

AD _ AD
AF T AT

¥ € es el punio de josta proporcién en el segmento AD.
Por definicidén de justa propercién tenemos

AC _
o %
Observando que A = CD, enconiramos

AC _ A0
PR i
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Fs decir, cada uno de los segmentos
BC, AB, AC y AD

es & veces mayer que el anterior. )
El lector podrd probar que también
AD

v =,

5. Tomando un recténgulo de dimensiones a y b, ing-
cribamos on é1 cuadrados del drea mayor posible {tomo mues-
tra la fig. 7).

Siendo ¢ ¥ b niimeros enteros, deo las explicaciones dedas
en el punto 5 del § 2 se dednce que este proceso corresponde

b

73

Yz 7

al algoritmo de Euclides aplicade a os niimeros a v b con
la particularidad de que el nimero de cuadrades de igual
dimensidn coincide (punto 1 del § 3) con los cocientes incom-

pletos respectivos del desarrollo do -:— en fraccidn conlinua.

Si dividimos ds este modo un rectdngulo cueyos lados for-
man la misma razén que dos mimeros de Fibonacci consecu-
tivos (fig. 8), podemos afirmar, basindonos en el punto 4
del § 3, que todos los cuadrados, a excepcion de los dos
menores, Seran distintos.

Puesto que las dimensiones de estos cuadrades son, res-
pectivamente, uy, Ug, ..., U,, la Suma de sus dreas es

z 2 ¢
uib 4. U

Al mismo tiempo, esta suma cs el drea del rectdngulo cons
siderado, igual a u 1,4,.

G*
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Es decie, para Lodo n
1
uid-uit ... e =taln, 1

¥ hemos encentrado una demostracién nueva, esta vez geo-
métrica, de la propusicitén del punto 4 del § 1.

FIG. 8

6. Supongamos ahora que la razén de las dimonsiones
dol reclanguln es a {abreviando diremos en este £aso que sc
tiene nn rectingulo de justa proporcian). Inscribamos e¢n un

1

A F Jed

, 7
I I
{
It
— »e
¥l F c
FiG. FIG. {0 FlG, t1

rectangalo de justa proporeidn el cuadrado de mayor dimen-
sidn posibie (flig. 9) ¥ demostremos que de esta forma se
obtiene de nueve uo rectingulo de justa propercidn. .
En ofecto,
Al
an

Por hipétesis AD = AE = EF ya yne AEFD o3 un cua
drado. Luego, '

EF _AB—EB _ .
— a
7 (7

—1.
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Pero a? — 1 = o de mode que

£r_
En

En la fig. 10 puede verse como un rectingulo de justa
proporcitn es agotado «ecasi todo él» por los cvadrados I, J7,
III, ... con la particularidad de que, después de inscribir
cada cuadrado, queda siempre un rectingulo de justa pro-
porcidn. .

GCompare el lector cstos razonamicntos con los de los
puntos 4 y 8 del parigrafo anterior.

Nétese que inscribiendo en un cuadrade (fig. 11) el rec-
téngulo do justa proporcion I y 103 cundradoes I y I, so
obtiene de nuevo un rectdngulo de justa proporeidn. La de-
mostracion queda al albedrio dol lector.

7. En la naturaleza encontramos numerosos ejemplos do
ordenacién de elementos hemogéneos relacionada con los
niimeros de Fibonacei.

Observando algunos clementos de las plantas se {Jucde
ver que forman, n menudo, dos fomilias de espiralest una
siguiendo la direccién de las maenecillas del reloj y otra en
direccién contraria. El niimero de espirales de una y otra
clage Son, frecuentemente, dos nimeros de Fibonacci con-
secutivos.

Por ejemplo, tomando una rema joven de pino, podemos
observar que las pinochas forman dos espirales quo van desde
* abejo hacia arriba de derscha a izquierde; al mismo tiempo,
forman tires espirales que van desdo abajo hacia arriba de
izquierda o derecha.

Las semillas de muchag pifias forman tres espirsles que
subsn en pendiente suave y, al mismo tismpo, cinco espira-
los do pendiente mayor en direccién opuesta. En pinas de
gran tamafio se pueden encontrar 5 y B e, inclvso, 8 y 13
espirales. También se observan claramente en el annnis en
ntimero de 8 y 13.

En muchas compuestas (por ejomplo, la margarita y la
manzanilla) se ven claramenie las espirales formadas por
las cabezuelas en la inflorescencin. En estos coasos el nimero
de espirales suele ser 13 en una direccién v 21 en otra e, in-
clugo, 21 y 34, respectivamente. Un gran namero de espi-
rales forman las semillas de) girasol; puede llegar a 55 y 8%
en cada direccidn.

o,



86

8. Los recténgulos de justa proporcidn som armdnicos.
Los ghjetos de esta forma son de cdmodo manejo. Por eso,
muchos objetes usuales (libros, cajes de fosforos, maletas,
etc.} se elaboran en esta forma.

En la antipiiedad y en la Edad Media, distintos fildso-
fos idcalistas converiian la belleza de los rectdngulos de
justa proporcién y de otras figuras en un principio estético

¥iG. 12 F1G. 13

e, inchuso, filesofico. Medianto la justa proporcion y otras
relaciones numéricas, se intentaba oxplicar, y no solo des-
cribir, los fendmenos de la natursloza e, incluso, de la vida
social; al mismo tiempo, ol niimero ¢ y sus reducidas se so-
metian a operacienes misticas. Claro que semejantes ateo-
riagr nada tienen gue ver conm la cioncia.

9. Terminemos ntestra exposicién con un ejemplo geo-
métrico curiosn. Ahora «demostraremoss que 64=65. Tome-
mos para ello un cuadrado de dimensidn 8 y coriémoslo en
cuatro partes como inucstra la fig. 12 formando con éstas
un rectdngulo (fig. 13) de lados 13 y 5, o sea, de 4roa 65.

Bs facil de explicar este aparentc enigma: los puntos
A, B, C y D delafig. 13 no se hallau, de becho, en una misma
recta siendo vértices de un paralelogramo cuya arca es igual
precisamente a la wnidad de irea «desaparccidas.

Esta «demosiraciény incorrecta pero verosimil dc una
proposicién falsa (o sofisma) se hace todavia mas «evidentes
v «suasoria» si en lugar del cuadrado do dimensién 8 se toma
un cuadrade de dimensién igual a un ntmero de Fibonacci
iy de indice par suficientomentc grande. Pividamos uste
cuadrado cn partes {fig. 14) y formemos con éstas un rectén-
gulo (fig. 15). «BEl vacio» en forma de un paralelogramo esti-
rade a lo largo de la diagonal es de drea 4, en virtnd del
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Aun cuande los rasgos principeles de! grafico ds esla
relacién (descendicnte primero y ascendiente después) son
los mismos para casi todos los automdviles, su forma con-
creta puede veariar incluso para automéviles de un mismo tipo
segin sus peculiaridades individuales, el grado de desgaste
de unos u otros mecanismos, ote. En particular, el minimo
del grafico también puede variar considerablemente.

Supongamos ahora que disponemos de un autemévil ¥
queremos realizar un viaje pot lugares donde no existe abas-

Consume de
combistibie

Vatocidad

FIG. 16

tecimiento de combustible. Para recorrer el trayecto de
longitud mézxima, tendremos que conocer con bastante
exactitud la velocidad que corrosponde al consumo minime
do combustible. Esta velocided sucle llamarse wvelacidad
mds econdmica.

Lo notural es determinarla experimentalmente reco-
rriendo a distintas velocidades trayectos de un kilémetro en
condiciones préximas al viaje y determinando cada vesz
el consumo de gasolina. Puesto que estos experimontos poco
tienen de entretenido, €5 natural preguntarse: dcudntos
experimentos hastari realizar para conocer con cierta exacti-
tud la volocidad mds ccondmica? da qué velocidades habra
que determinar cn estos experimentos cl consume de com-
bustible? Estrechamenie ligadas a estas preguntas surgen
dos mds: dedmo organizar Ios cxperimentos para delermi-
nar la velocidad mds econémica con la maxims exactitud?
dcudl cs esta exactilud maxima?

Guando digamos que la volocidad més econdmica ha sido
determinada scon precision de hasta un e dadoy entonderemos
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Supengamos que podemos realizar r cAloulos sucesivos
de la funcién f escogiendo los puntos correspondienies a
nucstro parecer. ¢Iin qué puntos debemos calcular los valores

de la funcidén para poder localizar ¢l punto z ¢on la méxima
exactitud y cufl e9 esta exactitud?

2) iDe qué posibilidades debomes disponer pora alcan-
zar nuestro objetive dades las condiciones?

En nuestro problema osta pregunta se puede concretar
asi. Supongamos que protendemos determinar el punto de
minimo z de la funcién f con una exactitud e dada, osea,
encontrar un punto z tal quo z quede comprendido entre
z— &y z + e iCuintos chlculos de f serdn necesarios ¥ en
qué orden?

3) ¢Qué condiciones serdn suficientes para alcanzar el
objetivo dadas lss posibilidades?

Ahora so trata do conocer 8l maxime intervalo L de va-
riacifn de f (o sea, el valor maximo de la diferencia 2" — z)
que garaniice la posibilidad de determimar el punto de
mipimo de f con la precision dada, empleando para ecllo n
observaciones.

4. Hablando cn rigor, tondremos que considerar parale-
lamente dos prohlemas. _

Por un lado, podemos bhuscar ¢l punto de minimo z ¥
tombién el valor f (x) que toma en él la funcidn.

Por otro lade, podemos interesarnos sjlo por el punto z
gin ocuparnos del valor f ().

Salta a la vista que los objetivos del primer problema
{Hlamémoslo problema A) son més amplios que los del se-
gundo (problema B). Por consigviente, es natural esperar
que; .
—dadas 1as posibilidades v las condiciones, el objetivo
del problome 4 se pueda alcanzar en menor grado que el
objetivo del problema B (dades el nimero n y la longitud L,
on el problema B ge logra un & menor que en ¢l problema 4);

—~para alcanzar los objetivos de ambos prehlomas en el
mismo grado, siendo idénticas las condicioncs, el problema
A requiere mayores posibilidades (siendo igunles pars ambos
problemas el error e ¥ la longitud L del intervalo de varia-
cién de la funcidn, en ¢l problema A n serd mayor);

—para alcanzar los objetivos do ambos problemas en el
mismo grado, siendo idénticas las posibilidades, el problema
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A requicre condiciones menos rigidas (los valores dadoy de
1 y de 2 corresponden en el probiema A a unos valoves de L
menores que en ¢l problema B).

5. Para que, los problemas enunciados adquicran rigor
matemilico, s precise detenerse en wn detalle importante,

Supongamos que nos interesan las posibilidades de deter-
minar con exaclilud € el punto de minimo z en el segmento
de longitud £ (podcmos aceptar, por supuesto, que el origen
de este segmento cs ¢l punto 0 y qgue su extremo es el punto
L). Bupongamos también que se $rata del prohlema 4, o sea,
que nos interesa tanto z= como [ {z).

Podemos escoger el siguionte procedimiento para deter-
minar el punlo z.

Tomamos entre 0 y I, un punio cualquiera = y calcula-
mos los valores de [ en los punlos * — g, z ¥ = -+ e, o sen,
los valores

flz—¢g), fl2) y f(z+8)

{fig. 20). Por supueslo, dontro de la arbiirariedad con que
se escogo z, nceptamos que # — & == 0 de modo que se puede
detorminar el valor f(z — &); aceplamos igualmento que
rt+ e L.
Puedo darse ¢l caso
flz—e)>f(z)<<f(z 4 &)

Ello significard que la funcidnm f, decrocionte en z — &, es
creciente en 2 + e. Pern, para pasar del decrecimiento al
crecimiento debemons tocar necesariamente el valor minimo.
Por eso, ch nuestro caso este valor se alcanza en un punlo =
comprendido entre 2 — & ¥ = + e, Bs docir, r dista de z
en ¢ todo lo mds de modo que 2 es ¢l valor aproximado bus-
cado para z. En este caso han hastado tres observaciones
para delerminar el punto z. Tal situacién, repetimos, puede
darse. Pero no exisle seguridad alguna de que efectivamente
se dard. Es mas, si la longitud L es grande y € es pequefio,
este fendmeno Scra Dastanlo inesperado. Lodo lo contrarie,
lo més natural en este caso es que la funeidn f tomo en los
tres puntos escogidos unos valores relativamente grandes
alcanzando su minimo en olro lugar inuy distinto. Bs decir,
tres obscrvaciones pueden resultar suficientes y también
insuficientes,
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Pero neresitamos un plan de accién que ineviiablemente
nos permita determinar = con la exactitud e cvalquiera que
sea la posicién do este punto z. Tales planes existen. Por
ejemplo, caleulemos uno tras otro los valores

1(0), f () 1 (2e), ... (5.1)

hasta llegar a f(rs}, donde (r 4+ 1) e es mayor quo L
(fig. 21). El valor buscado serd, claro estd, el punto ke que
corresponde al raenor de los valores de la sucesién (5.1).

i

[

[
For o
P |
2e Je 4e...

FiG. 20 FlG. 21

Poro lo que nos interesa en los problemas considerados
no es determinar un plan que siempro, incluso en los casos

mis desfavorables, permita determinar = e¢on la exmctitud
requerida, sino constyuir el mds econdmico do estos planes,
o sea, el plan «mejor dentro de las condiciones peoress. Laa
condiciones mis deafavorables ge dan cuando llega al méximo
el nimere de valores de la funeién f que debemos calcular.
De la misma forma, el plan més econdémico es el que permite
alcanzar el objetivo con el monor nfimoro de cdlculos de la
funcién.

Por eso, ol plan smcjor dentro de las condiciones peo-
res» se denomina a voces plan minimdsimo, Nosotrosemplea-
remos el término éptimo,

Por su esencia, las oporaciones que recomienda el plan
optimo (tanto en este como en oiros problemas Semejantes)
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estan orientadas a la bisqueda mdis adecuada del minimo
qus 4se ocultar de nosotrea ¥ «procura situarse precisamoente
e un lugar donde no lo buscamosy. Lo dicho mno tiene
nada gue ver con la mistica ni con las supersticiones; es
simplemente la caracteristica de la actuacién mejor cn las
condiciones pcores.

6. Ts importante subrayar que no sicmpre oxiste el plan
dptimo. Por ejemplo, en el problema B no existe el plan
optimo.

En efeclo, sea I. = 2 y sea n = 2. {Qué exactitud pode-
mos garantizar?

Supongamos que los oxtremos de nuesiro segmento son 0
y 2. Tomemos un nimero arbitrario, pero pefueiio, o ¥
calculemos los valores de la funcion f en los puntos 1 — «
v 4 « Sics

fl—a)<<T + o),
el punto buscado Z se halla entre 0 y 1 + a: si

fl—m 2!+ a)

z se encuontra enfre 1 — o y 2.
Pongamos

it+a

= P

cn ol primer caso |y !

-_ (l—a}42  3~uo
= )

en ol segundo. _
En el peor de los casos, z difiere del punto exacto de

minimo de la funcidn fen -1—-‘2-& . Haciendo teader @ al cero,

reducimos el error. Pero & no puedo ser igual a O (porque
coincidirin entonces los puntos 1 — « v 1 + @ ¥ la com-
paracién del valor f (1 — a) con el valor f{1 + a), igual
al primero, no ofreceri informacién alguna). Por eso, el

PR 1 .
¢rror serd sicmpre mayor [ue - aunque podemos aproximarlo

a este numero cuanto queramos.

En la sitvacién descrita todo valor positivo de « deter-
ming un plan. Cuanto mAs proximo sea oo a 0, mejor serd
el plan. Pero como para todo a > 0 existe un nlimero posi-
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te (o la decisidn do interrumpir los cdlculos) estard condi-
cionada, en primer lugar, por los puntos en los qus hemos
calculado ya los valores de la funcién y, en segundo lugar,
por estos valores de la funcion.

Salta a la vista que esle proceso de cilculo sucesive de los valo-
res de la funcidén f se delermina plenamento por una correspondencia
que, para todo & 3 0, asigna a coleccioncs arbitreries de ndmeros
X1y Tgy + ooy zx ¥ A los volores de la funcitn f en esios puntes otro

punto zps o la decisién de interrumpir sl proceso tomande come z
un punto delerminado. Esia correspondencia suele denominarse
funcién solvente.

Todoe plan determina una f{uncifn aglvente y, al mismo tiempo,
toda funcién solvento determina un plan. La funcién solvente es, en
esencia, la descripeién procisa y formalizada del plan. Por ejemplo,
Ia funcién solvente quo determina el primers de los planes doi punto
anlerior haco correapondor todo punto 0 «C &k < r al punto {k - 1) e,
y ¢l ndmero r a la torminacién del proceso.

El concepto de funcién solvents es nno de log inds importanies
en 1as Matematicas modernas. Pero, debide a su volumsn, no daremos
aqui su dofinicidn exacta.

8. Supongamos que sl objetivo del plan P consiste en
determinar con ol minime error y a base de n observaciones
el punto z quo ofrece el minimo a la funcién 7 en um inter-
valo de longitud L. Lo llamaremos plan de n pasos.

Suponganios ahora que un plan F de n pasos permite
determinar = on el segmento de longitud L con exactitud
¢. Bsta exactitud depende del propio plan P y también de

-t y de L. Por eso, podemos eonsiderarla como una funeién
de P, ny L e indicarla por v# (r, L) on cl caso del problema
A y por 12(n, L} tratindese del probloma B. Por 75 (n, L)

entendremos en adolante cualquiern de las expresiones
t4(r, L) o 15(n, L} (pero, por supucsto, la misma dentro
de un razonamieato concreto), -

En el caso del problema A, un plan P, de n pasos, que
permite detorminar el minimo de f cn el scgmonto da longi-
tud L, es dptimo si t4 (r, L) no cs mayor que 7} (=, L)
cualquiera que sea el plan P, es decir, si

15, (1, Ly<<th (n, L).
Podemos expresar este también asi
h(n, L) = m{En $ (n, L). (5.2)
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5) en el k-simo pase (1 << k < n) se comparan los nime-
rosf(z) yf(zy);siesf(z ) f (x4}, en el (e + 1)-ésimo paso
se eonsidera el segmento x'zg y stoos [ (x) > (24), se consi-
dera el segmento z,x".

Detnostracion. Aphquemns la induccién scpin n.

5i n = 1, nuestro segmento c3 ¢l que va dv 0 a L, el

valor do Ja funcidn { se calcula en el punto -—:¥;— L= «%y ng

hay pasos posteriores.

Supongamos ahora quo para cualquier segmento ha sido
demostrada la existencia de un plan de » pasos con las
propiedades seiialadas en el lema. Construyamos el plan
do R + 1 pasos gque nos interesa comprobando, al mismo
tiempo, ol cumplimiento de las condiclones del loms. En
cada paso consideraremos un segmento z'z”

Tn el primer paso escogemos el punto z; = "”L y en

el segundo paso escogemos el punto z, = u“” L y compara-
Tt d

mos los valores f (z,) ¥ f (z,;) de la funcidén. 5i { (z,) < [ (=,),
pasamos al segmenl.o comprondido entre 0 y z, (dosempe-
fiando 0 el papel de 2" y z, el papel do z"); si se tiens f (x;) >
> f (z,), pasamos al segmento comprendido entro I, y L
{tomando z, como 2" ¥ L como z°}. En ambos ¢asos la lon-

gitud del segmento considerado es ““*: L.
Lny

Realizados estos dos pases, estaremos, respecto al
segmento considerado, cn las mismas condiciones que
después de realizar el primer paso en un proceso de n pasos.

Efectivamonte, en el segmento de longitud ~2*2 L se
Lnyd

conoce ol valor de la funcidn f en el punto que dista

:"” L de uno de sus extremos. Por esto, podemos emprender
n+3

este proceso de n pasos y llovarlo a cabo. En virtud de la
hipdtesis inductiva, podemos aceptar que para los Gltimos n
pasos ge cumplen las condiciones 3), 4) ¥ 5). Luego, resta
gplo analizar las condiciones en que comicnza y se realiza ol

segundo paso. Pero, salta a la vista que el punto u—""—;L tiene
S

1a misma forma quo la primera de las expresiones (5.6) en
¢! caso &k = 2 si en ésta se toma n + 1 en lugar de n; el

T
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Supongamos ahora que el plan de Fibonacci F, ticno la
propiedad sefialada cn el teorema y considercmos los pla-
nes de n -+ 1 pasos.

Realizadas en el plan F,4, los dos primeras ohservacio-
nes de la funcién f y cemparados sus dos valores encontra-
dos, reduciremos el probloma a la aplicacién del plan Fj
en el segmento de longitud :“” L eonociendo ei valor de la

n+d
funcion f cn un p'll[]t(); en las peores condiciones eslo con-

duce al error

[ L3Y9E.) Typyz _A Hpaz T 1
thy (n, SLL) = TR (, [) = o o
Hn43 Upsd Uy Ypsgr 543

Por consiguiente,

L
t?rt+t(n+1|L)= .

tinsd

Resta demostrar que el plan F,yy o8 Gplimo,
Tomemos con este fin los valores de la funcion [ en dos

puntos arbitrarios I yEg {concretando, aceptaremos que
T, <'E=). Comparados los valores { (z,) v f {z,), tendremos
que buscar el puito z en ¢l segmento comprendido entre 0
¥y T, 0 en el segmento correspondiente a log puntes T,y L.

5i

~ N
T B g
Unya

v f (z,) > [ (z,), lendremos que aplicar un plan do n pasos
para determinar el punto de minimo de f en ¢l sagmente

de longitud I, — ¥, mayor que

Kyt Unyz—%ngl Bpez
L=lnst p . Eny £y Musz oy
Hnad Una3 Hptg

Si el punto z, ocupa incluso la posicion mis favorable en
csto segmento, ¢l error en su localizacidn serd, debido a la

IJ'

Hyy3 ’
Razonamienlos semejantes permiten ver que todo plan

que comienza con la eleccién de un punto

hipdtesis inductiva, mayer que

Uz L
o > Yppa
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121 error que cometemos al determinar asi z no pasa de la
milad de la longitud del segmento comprendido enire z’

. Sics

L

¥ 24, 0 sea, no pasa de

2641
f{m—%) > 1)

(el caso » on Ya Tig. 22), el punie T queda situado enlve
z) — -}- y 7, — y. Tomando
1

=3[ {a—%)+@-n],

COMmeleImos Im eITor ¢ue no pasa de

":‘;"l-(.a'z-‘f)—(;r,__:_)] _*1_ (-‘rz——-::, __:_) _

Sea ahora { {z,) > f (x. — ) (lig. 23). Entonces T esta
enlre =, v 2.
Caleulemos f (z) (el @llimo valor calenlade para f).
Si
[ (2 — )<< [ (22)
(el caso = de la fig. 23), el punto T s¢ encuentra entre ; y
zy, tomando T = —;-(.1;1 4+ z,), comctemes un orror de

Il

Ly Eng
I’or Gllimo, si

Lodo lo mds.

1
?(z._. - =

flzy — '\') > f (I‘.‘)

(el caso X de la fig. 28), el punto z g halla entre z, — v ¥

- i
z% tomando T = 5 " + (z; — ¥}], comelemos un error

que no pasa e

1, . 1 L _ L ¥
Tl —m==g (g5 V) =mrt T

Es docir, cn el peor de los casos nucstro error puede Hegar

L 3 L _v .
—_—— s P o — - 8§ . o o,
2 2:sn+‘,+ rsiy>0ya T < 0. Sin embargo.
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como tales y pierde su importancia toda la argumentacion
de las mismas; por ejemplo, cuando se ha solucionado ¥a
un problema y se irata aplicar el mélodo empleado. En
estos cosos, mis que la base matemdtica de la justeza de la
solucifin, necesitamos instrucciones precisas, que no dejen
lugar a ningnpa ambigiicdad, sobre ¢l modo de aplicar ese
método.
El plan de la bisqueda mas exacta del punto de minimo
« para la funcién / en el segmenio desde z' hasta z” en ol
caso del problema A, cuando s6lo se trata de alcanzar los
objelivos epraclicosy sefialados, se asemeja al plan quo per-
mite definir la especic de una plania mediante el clasifi~
cador botdnico. (Notemos que la clasifiencion de una planta
¢s también basqueda.) Adrquiere la forma siguicnle (si no se
indica a qué punle se debe pasar, ha de pasarse al siguiente);
1°. Comparar 1 y n:
a} si n =1, pasar al punto 2"
]3% sin>>1, paﬂar al punto 4°.

2°, Calcular == 'lz .

. Caleular f(z) y concluir el proceso.
4°. Caleular

(= 'i‘

r '
l’l'f‘2 (I T )

bnsg
I == x’ +‘ﬁ (,“,‘."«-—- .I!).

8°. Caleular f(x;) v f (z,).
6°. Comparar 2 y n:
a) si # = 2, pasar al punto 7%
b) si n> 2, pasar al punto 10°
7°. Comparar f {z;) y [ {z,):
a) si f(z) < [ (z,), pasar al punio 8%
b} si j(z,) > f (z,). pasar al punto 9°.
§°, Tomar z = zi y concluir el proceso.
9°, Tomar z = &, y concluir el proceso.
10°. Compavar f (z) y [ (z,):

a) si f(x) <[ (z,), pasar al punto 11%
h) si f(zl)‘_;»f(xz) pasar al punto 14°.
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